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1 Einleitung

Wir modellieren Graphen und Datenbanken als Strukturen, die ein Schema von rela-
tionalen Pradikaten tiber einem endlichen Universum interpretieren. Eine Datenbank-
Anfrage in einem solchen Schema wird als Funktion modelliert, die jede endliche Struktur

auf eine Relation abbildet.

Von besonderem Interesse ist die Datenkomplexitdt solcher Anfragen: Die Zeit- und
Platzkomplexitit der Auswertung einer festen Anfrage in Abhingigkeit von der Grofe
der eingegebenen Struktur. Wir betrachten zwei Modelle, in denen alle beschreibbaren

Anfragen eine beschrinkte Datenkomplexitit besitzen:

1. Klassen von booleschen Schaltkreisfamilien (Cy,),, o (mit AND-, OR-, NOT-, und gegebe-
nenfalls Majority-Gates).

2. Formeln der Préidikatenlogik erster Stufe (beziehungsweise deren Erweiterungen).

Boolesche Schaltkreise arbeiten per Definition auf einer geordneten Struktur. Fiir unge-
ordnete Strukturen wird deshalb eine beliebige Ordnung gew#hlt und gefordert, dass das
Ergebnis beziiglich der Ordnung invariant ist. Wir fiihren eine strukturelle Einschrankung

(Symmetrie) der Schaltkreise ein, die diese Invarianz garantiert.

Die Schaltkreisfamilie besteht aus einer unendlichen Sequenz von Schaltkreisen fiir jede
Eingabegrofe n € N ist. Ohne Einschrénkung kann eine solche Sequenz auch unentschei-
dbare Klassen von natiirlichen Zahlen kodieren. In der Praxis ist es daher erwiinscht, dass
die Schaltkreise von einem effizienten Algorithmus berechnet werden: Ist zum Beispiel
jeder Schaltkreis in Polynomialzeit oder mit logarithmischem Platz (in Abhéngigkeit von
n) berechenbar, dann nennen wir die Schaltkreisfamilie P- beziehungsweise LOGSPACE-

uniform.

Die Logik erster Stufe ist in der Praxis zu eingeschrinkt: Selbst einfache Probleme wie
die Frage, ob eine Struktur eine gerade Anzahl von Elementen enthélt, oder zwei Knoten
durch einen Weg beliebiger Lange verbunden sind, kénnen nicht ausgedriickt werden.[19]
Daher erweitern wir die Logik um Fixpunkt-Operatoren, numerische Pradikate und Zah-
ler. Insbesondere betrachten wir Logiken, in denen die numerischen Prédikate disjunkt

von dem Universum der eigentlichen Struktur interpretiert werden, und weisen nach,



1 Einleitung

dass solche Logiken gerade die verschiedenen Klassen symmetrischer Schaltkreisfamilien

charakterisieren.

Konkret ist die Klasse der symmetrischen P-uniformen booleschen Schaltkreisfamilien
SBC? Aquivalent zu der Logik erster Stufe mit Fixpunkt-Operator und disjunktem Ord-
nungspradikat FP + ORD. Das Ergebnis wurde 2014 von Matthew Anderson und Anuj
Dawar[l] veroffentlicht (nach einem verwandten Ergebnis fiir infinitdre Logik und lokal
polynomiell beschrénkte Schaltkreise von Martin Otto in 1997|23]), und bildet die Grund-
lage dieser Arbeit.

Die logische Zahlerweiterung FP+C charakterisiert die symmetrische P-uniforme Schaltkreisklasse
(SBC 4+ MAJ)” mit einem Majority-Gate, und die Erweiterung der Logik um beliebige
numerische Pridikate FP+ ARB charakterisiert die P/poly-uniforme Klasse SBC/PoW.

Diese beiden Erweiterungen sind miteinander kombinierbar.

Theorem 1.1. Anderson und Dawar (2014)

Die folgenden Paare von Anfragenklassen sind auf endlichen Strukturen dquivalent:
1. FP + ORD und SBC”
2. FP + ORD + C und (SBC + MAJ)”
3. FP + ARB und SBCF/Pol¥

Das obige Ergebnis wird fiir Schaltkreise konstanter Tiefe angepasst.

Theorem 1.2. Die folgenden Paare von Anfragenklassen sind auf endlichen Strukturen

aquivalent:
1. FO + BIT und (SAC?)
2. FO + ARB und (SAC?)"/P?Y

LOGSPACE

Die Einschrinkung auf symmetrische Schaltkreisfamilien bringt im Allgemeinen eine Re-
duktion der Ausdrucksstirke mit sich. So wird die Klasse AC? durch die invariante Logik
inv (FO & ARB) ([14}20]), und P/poly durch inv (FP & ARB) (|20} 21]) charakterisiert.

Theorem 1.3. Fiir die FO + ARB-Logtk und die arb-invariante FO & ARB-Logik gilt:

1. Jede FO + ARB-Formel beschreibt eine Anfrage, die durch eine arb-invariante
FO @& ARB-Formel definierbar ist.

2. Es existiert eine Anfrage, die in der arb-invarianten FO @ ARB-Logik, aber nicht
FO + ARB definierbar ist.

Ahnliche Beziige bestehen vermutlich auch zwischen den symmetrischen und nicht-symmetrischen

Teilen der iibrigen betrachteten Schaltkreisklassen.



2 Grundlegende Definitionen

2.1 Notation

Zunichst legen wir einige Notationen und Abkiirzungen fest. Im folgenden bezeichne N
die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieflich 0, R die Menge der reellen Zahlen, und
»<“ (wenn nicht anders definiert) die natiirliche Ordnung von R und N. Mit ,ex.“ ,s.d.“

und ,f.a.“ kiirzen wir gegebenenfalls ,es existiert”, ,so dass“ und ,fiir alle“ ab.

Definition 2.1. Mengen und Tupel

Mengen benennen wir im allgemeinen durch Grokbuchstaben wie A, B, U oder X. Fiir
eine Menge A bezeichne 24 := {A’ | A’ C A} die Menge aller Teilmengen von A.

Tupel benennen wir durch Kleinbuchstaben mit Balken wie a, b, @ oder Z. Die Stelligkeit
ar (z) eines Tupels Z sei die Anzahl seiner Elemente, und ein n-stelliges Tupel heifte kurz
,n-Tupel“. Implizit gelte stets & = (a;l, cee x|ar(x)|). Die Menge aller k-Tupel einer Menge
A sei A

Fiir ein m-Tupel Z und ein n-Tupel g sei zy das (m + n)-Tupel (z1, -+, Tm, Y1, ,Yn)-

Das 0-stellige Tupel wird durch () notiert.

Fir a € A* und A’ C A sei ajy das Tupel, das aus a entsteht, wenn die Elemente
a; € A\ A’ entfernt werden.

Definition 2.2. Intervall

Ein endliches Intervall von natiirlichen Zahlen wird durch [a, b] abgekiirzt:

[a,b] ={i e N|a<i<b}

Ein Intervall von reellen Zahlen wird durch Ry, oder Ry, ;i abgekiirzt:

R[a,b] = {’L eR ’ a
R[a,b[ = {’L eR ’ a

i < b}

<
<i < b}



2 Grundlegende Definitionen

Als néchstes definieren wir Relationen als Mengen von Tupeln von Elementen eines Uni-

versums.

Definition 2.3. Relation

Fiir eine Menge A und k € N sei R C A* eine k-stellige Relation iiber A. Fiir jede
Relation R C A* sei [R] : A¥ — {0, 1} die folgende Funktion:

~ 1 fallsae R
[R] (a) =
0 sonst

Fir geordnete Mengen definieren wir die Operatoren min und max, die das kleinste
und grokte Element (sofern vorhanden) einer Menge unter einer bestimmten Ordnung

bezeichnen.

Definition 2.4. Minimum und Maximum

Fir eine Ordnung =< auf einer Menge X seien min< (X) € X und max<(X) € X
diejenigen Elemente (sofern vorhanden), so dass fiir alle Elemente z € X gilt:
i <z=
mﬁln(X) <z = mjaX(X)
Fir X C R wird die natiirliche Ordnung < nicht explizit notiert. Fiir eine Funktion

f:U — R und eine Menge X C U bezeichnen mingecx f () € R und max,ex f () € R
die folgende Abkiirzungen:

min f(¢) = min{f(z)|re X}
max f (z) = max{f(z)|ze X}

Umgekehrt bezeichnet miny U ein beliebiges Element v € U mit dem minimalen Wert
[ (u) = mingey f (x), und maxy U analog.

Definition 2.5. Asymptotische Klassen

Fiir jede Funktion f : N — R definieren wir die Funktionsklassen O (f) und Q (f):

e Es gelte g € O(f) genau dann wenn ein ng, ¢ € N existieren, so dass fiir alle n > ng
gilt: g (n) < - f ().
e Es gelte g € Q(f) genau dann wenn f € O (g).

Fiir f : R — R und eine Klasse F sei f (F) = {f o g | g € F}. Zum Beispiel ist f € 20"
genau dann wenn f € O (2’“”) flir ein festes k € N.



2.1 Notation

Wir legen mehrere einfache Operationen fiir Abbildungen fest, darunter die Verkettung,

Vereinigung disjunkter Definitionsbereiche und Reduktion auf einen Teilbereich.

Definition 2.6. Abbildung

Fiir eine Abbildung 7 : A — B und a € A schreiben wir statt 7 (a) gegebenenfalls ma

ohne Klammern.

Jede Abbildung 7 : A — B wird auf natiirliche Weise auf Tupel, Teilmengen und Rela-

tionen von A erweitert:

71—(1'11"' 7$k) = (lef" 77r$n)
m{x1, - ,xn} = {mx1,--- 720}
Eine Abbildung 7 : A — B mit A = {a1,- -, a,} schreiben wir gegebenenfalls extension-
al wie folgt auf. Fiir ein Tupel a = (ai,- - ,a,) kiirzen wir diese Abbildung auch durch
(a — 7a) ab.
al (079
T = e
Tal TAnp
m = (aw ma)

Fiir zwei Abbildungen 71 : B — C und my : A — B sei myome : A — C (kurz mmy) die
folgende Abbildung:

mimy = (a — 7 (m2(a)))

Fiir zwei Abbildungen 7 : A — B und 7’ : A’ — B’ mit disjunkten Definitionsbereichen
ANA =0 sei 7 =nUn" die folgende Abbildung:

7 . AwA - BUDB

" mx fallsxe A

' =
'z fallsxz € A’

Fiir 7: A — B und A" C A sei 14 : A" — B die Reduktion von 7 auf eine Teilmenge
des Definitionsbereichs, und m 4 : A\ A" — B die Reduktion auf das Komplement.

Es sei id die Identitdt mit id (a) = a fiir alle Elemente a. Mit idx bezeichnen wir die

Identitatsfunktion auf einer Menge X.

Die Menge Abb (A, B) bezeichne alle Funktionen 7 : A — B, und Bij (A, B) bezeichne
fiir endliche |A| = |B| = n alle n! bijektiven Abbildungen 7 : A = B.



2 Grundlegende Definitionen

Definition 2.7. Permutation

Eine Permutation von U ist eine bijektive Abbildung = : U & U. Die Menge aller
Permutationen Bij (U, U) bezeichnen wir auch als Symy;. Diese bilden eine Symmetrie-

Gruppe beziiglich der Verkettung o mit dem neutralen Element idy.

Es sei 7! die inverse Abbildung mit 7~ '7 = 77~ ! = idy.

Eine Transposition sei eine Permutation, die zwei Elemente u; und u; vertauscht und
alle anderen Elemente fixiert. Die Permutation < ZZ ZJ ) Uidp fu; ;) wird kurz durch
(uju;) notiert. T

Definition 2.8. Orbit

In einer Permutationsgruppe G C Symy; sei Orbg (u) == {mu | 7 € G} die Menge aller
Elemente, auf die u abgebildet wird.

2.2 Endliche relationale Strukturen

Wir betrachten Anfragen und Eigenschaften auf Graphen und allgemeinen endlichen

Strukturen iiber eine beliebige relationale Signatur o.

Definition 2.9. Relationale Signaturen

Eine relationale Signatur o ist eine Menge von Relationssymbolen. Jedes Symbol R € o
hat eine feste Stelligkeit ar (R) = k € N>;. Gegebenenfalls wird die Stelligkeit kompakt
durch R/k € o beziehungsweise o = {Ry/k1,--- , R /ki} notiert.

Definition 2.10. Endliche Strukturen

Eine endliche o-Struktur 24 = (A, (Rm) . @) iiber einer Signatur ¢ und einem endlichen
nicht-leeren Universum A besteht aus einer Interpretation R C A* fiir jedes Symbol

R/k € 0. Strukturen benennen wir im Allgemeinen durch die Frakturbuchstaben 21 und

B.

e Fiir eine endliche Menge U sei FINY (¢) die Menge aller o-Strukturen iiber dem

Universum U.

e Fiir n € N5 seien FIN(™ () die o-Strukturen iiber einem beliebigen Universum
der Grofe n.

e Seien FIN (o) = FIN™ () die endlichen o-Strukturen.

n€N>1

10



2.2 Endliche relationale Strukturen

Die Signatur ¢ kann in Ausnahmeféillen unendlich sein; da wir jedoch nur endlich représen-
tierbare o-Anfragen betrachten, kénnen diese sich nur auf eine endlichen Menge von

Relationssymbolen o’ Cg, o beziehen.

Wir formalisieren die Interpretation als eine Abbildung 0% : o — Urken Q(Ak), die jedem
Symbol eine Relation der entsprechenden Stelligkeit, zuweist. Daher kann die Interpreta-
tion gegebenenfalls auch explizit durch A = (A, Dm) notiert werden, um die Zuordnung

von Symbolen und Relationen zu verdeutlichen:

A:=1[A R B
"\ R¥ R}

Definition 2.11. Geordnete Strukturen
Sei ¢ eine relationale Signatur, die nicht das zweistellige Symbol < enthélt.

Fiir a,b € N sei
FIN" (5) C FINI“Y (5 U {<})

die Menge der endlichen o U {<}-Strukturen mit dem Universum [a, b], wobei < durch
die natiirliche Ordnung von [a, b] interpretiert wird, und sei
FINZ () = | J FIN®" (o)
beN
die Menge aller endlichen geordneten o U {<}-Strukturen iiber Intervallen, die mit a

beginnen (normalerweise mit a € {0,1}).

Der Lesbarkeit halber verwenden wir die Infixnotation a < b anstelle von (a,b) €< oder
[<] (a,b). Die Symbole < und = seien gleichbedeutend mit den Symbolen < und =, und

werden gegebenenfalls in Gleichungen wie ¢ = =y und ¢ = <y verwendet.

Definition 2.12. Isomorphismus

Fiir zwei o-Strukturen 20 und 9B sei eine bijektive Abbildung 7 : A 2 B ein Isomorphis-
mus, falls 7R* = R? fiir alle Symbole R € o gilt.

Die Abbildung 7 wird auf natiirliche Weise auf Strukturen erweitert:

e (na (),

Die Menge aller Isomorphismen bezeichnen wir mit Bij (2(,B). Zwei Strukturen heifen
isomorph (kurz 21 = B), falls Bij (A, B) nicht leer ist. Wir schreiben (2,a) = (B,b),

wenn insbesondere ein 7 € Bij (2, B) mit 7a = b existiert.

11



2 Grundlegende Definitionen

Ein Automorphismus 7 € Bij (2(,2() sei ein Isomorphismus von 2l zu sich selbst. Die
Menge der Automorphismen Bij (2(,2() nennen wir Auty; diese bilden (so wie die Per-
mutationen einer Menge) eine Gruppe beziiglich der Verkettung o und dem neutralen

Element id 4.

Der Orbit eines Elements a € A sei analog zu Definition die Menge Orby (a) =
{ma | m € Auty} aller Elemente, auf die a von einem Automorphismus abgebildet werden

kann.
Definition 2.13. Vereinigung von Strukturen

Zwei Strukturen kénnen vereinigt werden, wenn sie entweder disjunkte Signaturen oder

die gleiche Signatur besitzen. Fiir eine o1-Struktur 20 und eine go-Struktur B gelte:

1. Wenn o1 Nog =0, so ist AU B die folgende (o1 U og)-Struktur:

AUDB = <AUB,(RQ[)R6 ’(R%)Re )
o1 g2

2. Wenn o1 = 09 = o, so ist A U B die folgende o-Struktur:

AUB = (A UB, (RQ‘ U R%)REU)

Falls die beiden Strukturen disjunkte Universen A N B = () haben, so heife A U B =
AW B die disjunkte Vereinigung der Strukturen. Wenn sie disjunkte Signaturen und
das gleiche Universum haben, so nennen wir A U ‘B = A & ‘B die Konkatenation der

Strukturen.

Satz 2.14. Isomorphismen sind unter disjunkter Vereinigung abgeschlossen.

Beweis. Seien A, 2" € FIN (01) und B,B’ € FIN (03) jeweils zwei Paare isomorpher
Strukturen mit 71 € Bij (2, 2A") und 7o € Bij (B, B’). Sei ferner ANB = A'NB =,
und seien a € AF @’ € A'* b e B¥ b e B’* vier Tupel mit ma = @ und mb = b'.

So gilt fiir die Abbildung 7 :=m; Umy: AW A" — BwB":
Fall1l. Wenn o1 Nog = 0:

’ ’ .
TRYIYT  — 7r1RQ[ =RY = R¥¥¥ firR ¢ o1

’ ’ .
TRYIYT  — WQRSB =RY = R¥¥ fir R e o9

Fall 2. Wenn o1 = 09, dann gilt fiir alle R € o1:

TR = m R*wmR® = RY w RY = R¥¥

12



2.2 Endliche relationale Strukturen

Damit ist 7 (AW B) = A’ WB’ und mab = a't/, und (AW B,ab) = (A wB',a't). O
Definition 2.15. Induzierte Teilstruktur

Fiir eine Relation R C A" und eine Teilmenge A’ C A sei Ry = RN (A’ )* die von A’
induzierte Teilrelation. Fir eine o-Struktur 2 sei Ql‘ a = (A’ , (R?X)R ) die von der
co

Teilmenge A’ in 2 induzierte Teilstruktur.

Definition 2.16. r-Nachbarschaft (sieche Abschnitt 2.4 von [7])

Fiir eine Struktur A € FIN (o) sei G () € FIN? ({E}) der Gaifman-Graph von 2,
der alle Knoten miteinander verbindet, die im gleichen Tupel vorkommen. Insbesondere
ist fiir jeden symmetrischenE] Graphen 20 € FIN ({E}) offensichtlich G () = 2.

G = (4,59)
Q) _ {(ai,aj) |R/k€o,ac RY i,je(l,k],i #j}

Sei disty : A2 — NU{oo} die minimale Distanz disty (a,b) in G (A) zwischen zwei
Knoten a,b € A. Fiir ein r € N sei nun N (a) := {b € A | disty (a,b) < r} die -Kugel
um a € A. Deren induzierte Teilstruktur N* (a) = 2N, (a) in A sei die r-Umgebung

von a.

Fiir zwei Strukturen 2,8 € FIN (o) und zwei Elemente a € A, b € B schreiben wir
a ~y b (a ist r-dhnlich zu b), wenn ein Isomorphismus 7 € Bij (M (a), N, (b)) mit

ma = b existiert.

Definition 2.17. o-Anfragen

Eine o-Anfrage ¢ mit der Stelligkeit ar (q) = k sei eine Abbildung jeder endlichen o-
Struktur A € FIN (o) auf eine Relation ¢ (21) C A*. Eine o-Eigenschaft S C FIN (o)

sei eine Menge von o-Strukturen und entspreche der 0-stelligen Anfrage gg:

45 (@) = {()} fallsAe S

0 sonst

Per Definition sind alle o-Anfragen und o-Eigenschaften unter Isomorphismen abgeschlossen:
Fiir A =B und 7 € Bij (,B) gilt 7¢ (A) = ¢(B) und A€ S =B € S.

'Der Gaifman-Graph ist ungerichtet, wird aber hier als symmetrische, gerichtete { E}-Struktur model-
liert.

13






3 Logik

3.1 Grundlagen der relationalen Logik

Wir betrachten logische Sprachen auf relationalen Signaturen o, deren Ausdriicke auf

endlichen o-Strukturen ausgewertet werden.

Zunichst definieren wir var als die Menge aller erststufigen Variablen. Fiir einen Aus-
druck w sei var (w) die Menge der darin vorkommenden Variablen, und frei (w) C var (w)

die Menge der freien Variablen.

In einer Struktur %A sei eine Belegung [ eine partielle Abbildung § : var — A von

Variablen auf Elemente des Universums.

Eine Auswertungsfunktion fiir eine Struktur 2 und eine Belegung 8 wird durch [-] (2, 5)

notiert.

Definition 3.1. Eine Logik £ [o] besteht aus der Sprache der £ [o]-Terme, der Sprache
der L [o]-Formeln, und einer Auswertungsfunktion [w] (2, ) fiir jede Struktur 2 und
Belegung £ : X — A und jeden Ausdruck w mit frei (w) C X.

Fiir einen L [o]-Term t ist [t] (A, 3) € A ein Element des Universums. Fiir eine L [o]-
Formel ¢ ist [¢] (A, B) € {0,1} ein Wahrheitswert.

Notation 3.2. Wir verwenden den Begriff , Ausdruck® als Oberbegriff der Formeln und
Terme einer Logik, und bezeichnen Ausdriicke mit dem Buchstaben w. Terme werden
mit kleinen Buchstaben benannt, und Formeln mit den Buchstaben ¢, ¥ oder y. Fiir
einstellige Signaturen wie {E'} oder {<} kiirzen wir £ [{R}] durch L [R] ab.

Definition 3.3. Fiir eine Formel ¢ und ein Tupel Z € var® mit frei (¢) = {21, -, 2%}
und [{z1, - ,zk}| = k nennen wir das Tupel z = (x1---x) ein Argument von .
Verschiedene Argumente von ¢ unterscheiden sich nur in der Reihenfolge der Variablen.

Durch die Notation ¢ (Z) legen wir ein beliebiges Argument Z fiir ¢ fest.

Die Stelligkeit einer logischen Formel (beziehungsweise ihrer Argumente) bezeichne die

Anzahl der frei vorkommenden Variablen: Fiir ¢ (Z) gelte:

ar (i9) = ar (z) = |frei ()|

15



3 Logik
Ein Satz sei eine Formel ohne freie Variablen.

Mit MF (w) bezeichnen wir die maximale Anzahl freier Variablen jedes Teilausdrucks von

w.
Definition 3.4. Fiir eine k-stellige Formel ¢ und eine Belegung S : frei(p) — A
schreiben wir 2 |= ¢® genau dann wenn [¢] (2, 8) = 1.

Fiir ¢ (z) und a € A*® schreiben wir [p] (2, @) anstelle von [p] (A, (z— b)), und
2A |= o [a] anstelle von A = ™79

Entsprechend sei
Qo) () = {a € A" | A o [a)}

die Relation aller ¢ erfiillenden Tupel.

Somit beschreibt jede L [o]-Formel ¢ (7) eine o-Anfrage q,(), und jeder Satz eine o-
Eigenschaft. Da die Reihenfolge der Spalten der Relation von der Wahl des Arguments

T abhéngt, wird es durch g,z) mit angegeben.

In manchen Fillen m&chten wir einige Variablen einer Formel belegen und sie erst dann

als Anfrage auswerten.

Definition 3.5. Fiir eine Formel ¢ und eine Belegung 8 : X — A mit frei (¢) € X sei
©? ein partiell belegter Ausdruck; es sei frei (4,05) = frei (¢) \X.

Fiir 8’ : frei (¢?) — A bezeichne [¢”] (A, 3’) die Auswertung [¢] (%, 3U 8'). Fiir ein

Argument ' von ¢? definieren wir die folgende Anfrage:
4oy = {a € Al | A o]}

Definition 3.6. Fiir eine £ [o]-Formel ¢ und n € N driicke =, ¢ aus, dass diese von
allen o-Strukturen 2 € FIN®™ (5) der Gréfe n unter allen Belegungen erfiillt wird. Die
Notation =g, ¢ driicke aus, dass ¢ von allen endlichen o-Strukturen 2 € FIN (o) unter

allen Belegungen erfiillt wird.

Falls =, (¢ <> 1), so heiken ¢ und ¢ n-dquivalent. Insbesondere bedeutet dies, dass ¢
und ¢ die gleiche Anfrage q,(z) = qy(z) auf Strukturen der Grofe n definieren.

3.2 Die Logik erster Stufe

Definition 3.7. Fiir eine relationale Signatur ¢ sind die Syntax und Semantik der Logik
erster Stufe FO [o] wie folgt definiert.
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(TV)

(AR)

(AE)

3.2 Die Logik erster Stufe

Fiir jede Variable = € var ist z ein FO [o]-Term.

frei (z) = var (z) == {x}

[=] (A, 8) = B

Fiir jedes Relationssymbol R/k € o und jedes k-Tupel von FO [o]-Termen &
ist Rz eine FO [o]-Formel.

[Rz] (2, )

frei (Rz)

U frei (x;)

= R (ml (.5)., -

) Ika

[=,5)

Fiir zwei FO [o]-Terme x1, 2 ist z1=x2 eine FO [o]-Formel.

frei (

[z=y] (A, 5) = {

Fiir eine FO [o]-Formel ¢ ist —¢ eine FO [o]-Formel.

Fir £ > 2 FO [o]-Formeln ¢, - - -
(mit k =2 fiir vy € {—, «>}) ist auch (o177~

frei (p17y - -

(r1=22)

frei (—y) = frei ()

%Dk

U frei (x;)

1
0

var :U1 ZEQ

falls [z] (A, 5) =

sonst

Uvar )

[yl (A, B)

var (—p) = var ()

II_‘SDH (Q[,,B) =1- H‘pﬂ (917 5)

U frei ()

var (17 -

’YQOk

vy eine FO [o]-Formel.

U var (¢;)

,pr und einen Junktor v € {A,V,—, <}

17



3 Logik

[pr A= Apr] (U, 8) Jqain [oi] (2, 8)
[p1 V-V or] (21, 8) max [oi] (2, )
[p1 = w2] (A, 5) [-¢1 V2] (A, B)
[p1 <> wa] (A, ) [(p1 = w2) A (g2 = 01)] (A, B)
(Q) Fiir einen Quantor @ € {3,V}, eine Variable z € var und eine FO [o]-Formel

@ ist Qxy eine FO [o]-Formel.

frei (Qry) = frei(p) \ {z}  var(Qzyp) = var (¢) U {x}

[Bze] (A, 8) = rc{lea/}f ([[90]] (Ql, 5\{95} U(z— a)))

[[Vmgo]] (le ﬁ) = {1121141 ([[4,0]] (Ql, ﬁ\{g;} U (:L‘ — a)))
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte fiir Qzyp stets = € frei(¢), denn
Qry = Qu (x=x N\ ).

Wir kiirzen Qz1 - - - Qxgp durch QZ¢ und /\f:1 (z; = y;) durch £ = g ab. Im folgenden

werden wir im Allgemeinen Formeln ohne Implikations-Pfeile betrachten.

Definition 3.8. Eine FO [o]-Formel sei implikationsfrei wenn sie keine Teilformel der
Form (¢ — ) oder (¢ <> 1) enthilt.

Weil (¢ = ¥) = (mp V) und (p <> ) = (@ AY) V (mp A 1)), sind alle FO [o]-Formeln
dquivalent zu implikationsfreien FO [o]-Formeln. Hierbei entsteht ein fester Zuwachs in

der Lange der Formel ||p|, der die Datenkomplexitiat unberiihrt 1&sst.
Definition 3.9. Quantorenrang

Der Quantorenrang einer Formel sei die maximale Anzahl der geschachtelten Quantoren:

qr (Rz) = qr (z1=x2) =0 qr (17 - - yy) = maxt_ | qr (1)

qr (3zyp) = qr (Vzy)) = qr (¢) + 1

Definition 3.10. Zwei o-Strukturen 2 und B heifen m-aquivalent (A =, B, wenn fiir
alle FO [o]-Sdtze ¢ mit qr (¢) < m gilt:

AEp—=BEy

18



3.3

3.3 Logiken mit Fixpunkt-Erweiterung

Logiken mit Fixpunkt-Erweiterung

Wir fiithren eine Erweiterung ein, die es erlaubt, den iterativen Fixpunkt einer selbstref-

erenziellen logischen Formel zu definieren.

Definition 3.11. Eine Logik £ erweitert die Logik £, wenn sie die Syntax und Semantik

von L' iibernimmt, und zusatzliche Produktionen einfiihrt.

Als erstes definieren wir einen neuen Typ von Variablen.

Definition 3.12. Sei vary die Menge aller Relationsvariablen. Jede solche Variable X €

varsy besitzt eine Stelligkeit ar (X) = k € N>1; diese wird auch durch X/k € vary notiert.

Die Funktionen frei und var, so wie die Belegungen (3, werden auf var W vary erweitert.

frei(y),var(p) C var W vary
Bifrei(p) — Aul AP
keN
BX C A fiir X € vary

Wir mochten syntaktisch garantieren, dass die Iteration der Formel eine monoton wach-

sende Relation berechnet. Dafiir wird verlangt, dass die selbstreferenzielle Relationsvari-

able nicht negiert vorkommt.

Definition 3.13. Positivitit

Wir definieren die (nicht disjunkten) Mengen der X-positiven und X-negativen L [o]-

Formeln fiir X € vary wie folgt:

Jeder L [o]-Ausdruck w mit X ¢ frei (w) ist sowohl X-positiv als auch X-negativ.
Fiir jede X-positive Formel ¢ ist ~¢ X-negativ, und umgekehrt.

Fiir einen Junktor v € {A,V} und k > 2 X-positive (beziechungsweise X-negative)
Formeln @1, -+ -, @ ist (o177 - - - ypr) ebenfalls X-positiv (beziechungsweise X-negativ).

Fiir einen Quantor ) € {3, V}, eine Variable x € var und eine X-positive (beziehungsweise

X-negative) Formel ¢ ist Qzy ebenfalls X-positiv (beziehungsweise X-negativ).

Nun definieren wir die Fixpunkt-Erweiterung.

Definition 3.14. Fiir eine Logik £ und eine relationale Signatur o erweitert LFP (L) [0]
die Logik £ [o] wie folgt:
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3 Logik

(AV) Fiir eine Relationsvariable X/k € vary und ein k-Tupel z von X-positiven
LFP (L) [o]-Termen ist XZ eine X-positive LFP (£) [o]-Formel.

k
frei(Xz) = {X}U U frei (;)
=1
k
var (Xz) = {X}U|Jvar(z)
=1
[Xz] (A, 8) = [BX](B2)
mit X C AF,
Bz € A*

(LFP)  Fiir eine Relationsvariable X/k € vars, eine X-positive LFP (£) [o]-Formel 1,
ein Tupel Z € var® und ein k-Tupel § von X-positiven LFP (£) [o]-Termen ist
¢ = [fpx 7] (7) eine X-positive LFP (£) [o]-Formel.

k
frei(p) = frei () \{X,z1, -, 2} U U frei (y;)
i=1

k
var (p) = var(¢Y)U{X,z1, -, 2} U U var (y;)
i=1

Fiir eine Belegung f3 : frei (¢) — A priift ¢ = [lfpx ;4] (7), ob die Belegung
des Tupels § im kleinsten Fixpunkt des Relationssymbols X liegt.

6, = B|frei(w)\{X,$1,~~~,a:k}
[[foxzv] D] @,8) = [Xg] (A, B8U (X = lpxs; (¥)))

Im folgenden wird eine Berechnung definiert, die den kleinsten Fixpunkt Ifp x ; (1)

iterativ bestimmt.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei {xy, -+ ,z;} C frei(¢), denn analog zu Def-
inition ist ¢» = (z = & Av). Die nicht durch den Operator gebundenen Variablen
P = frei (¢) \ {z1, -+ ,xr} C frei (¢) heiken Parameter der Fixpunkt-Operation.

Fiir eine Parameter-Belegung 3 : P — A sei Fjg die folgende Abbildung:

Fy o 24 5o
Fo(v) = {aea" |y}
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3.3 Logiken mit Fixpunkt-Erweiterung

Das heifit: Fjg (Y') ist das Anfrageergebnis von ¢ auf 2 unter der Belegung der Parameter
mit S und der Variable X mit der Relation Y.

Aus der X-Positivitat folgt nach [I1} [19] die Monotonie von Fjg
AQB:>F5(A) ng(B)

und daher induktiv die Existenz eines Fixpunkts F°° ((}), der nach hiéchstens }Ak ‘ Schrit-
ten erreicht wird:
0CFz(0)C--- CFgo(0) C AF

Fiir jeden anderen Fixpunkt Y’ gilt § CY’, und per Induktion auch F™ (§) C F™ (Y') =
Y. Daher ist F>° () = lfpy ; (v) der kleinste Fixpunkt.

Im folgenden wird die Logik LFP (FO) durch LFP abgekiirzt. Ferner werden wir uns auf
das parameterfreie Fragment der Logik beschrinken, was (bis auf einen Zuwachs in der

Anzahl der Variablen und Lénge der Formel) die Allgemeinheit nicht einschrénkt.

Definition 3.15. Eine LFP [o]-Formel ¢ ist parameterfrei, falls der Fixpunkt-Operator
stets alle Variablen bindet - das heift, fiir jede Teilformel der Form [lfpy ;4] (7) gilt:

frei (¢) C {X, @1, vxar(X)}

Satz 3.16. Jede LFP [o]-Formel ¢ kann (unter Zuwachs der Linge ||¢|| und Grife
|var (p)|) in eine parameterfreie LFP [o]-Formel ¢’ iibersetzt werden.[27, [10, [6]

Beispiel 3.17. Die folgende LFP [E]-Formel ¢ (u,v) ist erfiillt, wenn « und v durch

einen Weg beliebiger Lénge verbunden sind:

@ (u,0) = [1pr, 0y (B2 (B (@,2) AT (2,9)) V o=)] (u,0)

Definition 3.18. Eine etwas robustere, aber dquivalente, Definition der Fixpunktlogik
verwendet den inflationdren Fixpunkt-Operator. Anstelle der Positivitit einer Formel in
einer Relationsvariable betrachten wir mit [ifpy ;4] (7) implizit die Formel [lfpy ; (XZ V )] (7)),

die uns eine inflationdre Iteration garantiert:

F(V)=YUgs @) oy

In diesem Fall muss v nicht mehr X-positiv sein.
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3 Logik
3.4 Logiken mit numerischen Erweiterungen

3.4.1 Disjunkte Orakel

Eine Erweiterung um ein numerisches Orakel filigt einer Logik eine Anzahl von Rela-
tionssymbolen hinzu, die fur 24 € FIN (o) eine feste Interpretation iiber einem von A

disjunkten numerischen Universum [0, |A|] erhalten.
Definition 3.19. n-Orakel, £ + T-Logik

Sei n eine relationale Signatur. Ein n-Orakel T : N — FIN% (n) ist eine Funktion, die
jeder natiirlichen Zahl n eine geordnete (n W {<})-Struktur Y (n) tiber [0,n] zuweist.

Sei o eine von n W {<} disjunkte relationale Signatur und £ eine Logik (zum Beispiel
FO oder LFP). Fiir ein n-Orakel T ist die Syntax der (£ + T) [o]-Logik die der Logik
Llownw{<}].

Fiir eine endliche o-Struktur 2l mit AN[0, |A|] = @ und eine Belegung 3 : var — AW[0, |A[]
werden (£ + T)-Ausdriicke auf der disjunkten Vereinigung von 2 mit der entsprechenden
Orakelstruktur T (]A|) ausgewertet:

[0] (A, 8) = o] (AW T (JA]), B)

Notation 3.20. Nach unserem Begriff der logischen Erweiterung ist die Bezeichnung
LFP (L + T) gleichbedeutend mit LFP (£) + Y. Im folgenden werden wir allgemein die
erste Bezeichnung verwenden, aber weiterhin LFP (FO) + Y durch LFP + T abkiirzen.

Definition 3.21. Uniformitit

Wir nennen ein 7-Orakel C-uniform (fiir eine Komplexititsklasse ) wenn die Berech-

. . . A . .
nung der Repréasentation von Y (n) bei Eingabe von 1---1 in K ist.

Insbesondere sei P die Klasse der poly (n)-zeitbeschrankten, und LOGSPACE die Klasse
der O (logn)-platzbeschrinkten Turingmaschinen. P/poly sei die Klasse der poly (n)-
zeitbeschriankten Turingmaschinen, die eine poly (n)-beschriankte Orakel-Eingabe erhal-

ten.

Wir definieren die folgenden drei numerischen Orakel fiir die reine Ordnung, fiir Arith-

metik, und fiir nicht berechenbare Préidikate.

Definition 3.22. Sei ORD : N — FINY () ein (-Orakel, so dass das fiir n € N die
geordnete (-Struktur gilt:

ORD (n) == ([0,1], <|jo.n)) € FIN2" ()
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3.4 Logiken mit numerischen Erweiterungen

Definition 3.23. Sei BIT : N — FINY ({BIT}) ein {BIT}-Orakel, wobei das Pridikat
BIT (a,b) ausdriickt, dass das bte Bit der Bindrdarstellung von a den Wert 1 hat.

Noiw = (N, <,BITV)
BITV = {(a, b)eN?|a= nggawxﬂi, z €40, l}ﬂogd , Tp = 1}

BIT (n) = (Nhit)o,, € FIND™ ({BIT})

Definition 3.24. Sei 7,1, = {RX | X € Uken 2Nk} eine unendliche Signatur, die fiir
jede beliebige Relation X C N* mit k& € N auf den natiirlichen Zahlen ein Symbol Ry /k
enthilt, und sei Ny, die 7a,-Struktur iiber N, die diese Symbole interpretiert. Dann
sei ARB : N — FINQ (Marb) €in 7Map-Orakel, das die endlichen Anfangsstiicke dieser

Relationen ausgibt:

Narb = (N> <a (RX = X)RXEHa,.b)
ARB (n) = (Narb>|[07n] € FIN[E’H} (narb)

Hierbei ist leicht nachweisbar: ORD und BIT sind LOGSPACE-uniform, und ARB ist
P/poly-uniform.

3.4.2 Zihl-Erweiterungen

Wir fithren mehrere syntaktische Erweiterungen der Logik FO 4+ T ein, die es erlauben,
erfiilllende Belegungen einer Variable zu zdhlen: Den Zihlterm #, den Z&hlquantor 3=,
und den Majority-Quantor 3. Es wird nachgewiesen, dass alle drei Erweiterungen die

gleiche Ausdrucksstérke modulo einem festen Zuwachs der Formelldnge haben.
Definition 3.25. Zihlterm # (wie in [1], und Abschnitt 8.4.2 von [7] fiir Fixpunktlogik)

Der Zahlterm ist eine zusétzliche Termproduktion, die die erfiillenden Belegungen einer

Formel zihlt.

Sei L eine beliebige Logik, n eine relationale Signatur, und T : N — FIN_ (n) ein
n-Orakel.

Die (£ + T + #)-Logik erweitert die (£ + T)-Logik um die folgende Regel:

(TC) Fiir eine (L4 Y + #) [o]-Formel ¢ und eine Variable x € var ist #z¢ ein
(L+ T+ #) [o]-Term.

frei (#ag) = frei (9)\ {2}
var (#zp) = var(p)U{z}
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3 Logik
Auf einer endlichen Struktur % € FIN™ (¢) mit n € N und einer Belegung
B :frei(p) \{z} = AW [0,n]

sei
[0 2,8) = [{ac 4|2 o0}
die Anzahl der unterschiedlichen Werte a € A, fiir die 2 = SOBU(Z) gilt.

Beispiel. Diese Erweiterung erlaubt die Definition vieler arithmetischer Operatoren

durch Terme, wie zum Beispiel die positive Differenz:

torrr (2,y) = # (-2 <2xA2<Y)
[torer] (%, (a,0)) = max(b—a,0)

Definition 3.26. Zihlquantor 3= (wie in [24], hier aber mit einem disjunkten nu-

merischen Universum)

Der Zahlquantor ist eine zusitzlicher Quantor, der die Zahl der erfiillenden Belegungen
einer Formel mit einer Variable vergleicht.

Sei L eine beliebige Logik, n eine relationale Signatur, und ¥ : N — FIN[S’n] (n) ein
n-Orakel.

Die £ + Y + 37-Logik erweitert die £ 4+ Y-Logik um die folgende Regel:

(QC) Fiir eine (£ + YT 4 37) [o]-Formel ¢ und zwei Variablen z,y € var ist 3=Yz¢p
eine (L + Y + 37) [o]-Formel.

frei (3 Vag) = {y} U (frei (9)\ {2))
var (37Yzp) = var(p)U{z,y}

Auf einer endlichen Struktur 2 € FIN™ (5) mit einer Belegung
B+ (frei () \{z}) U{y} = AU[0,n]
gelte:

= B 23Y(%)
[5Va] (2. 8) 1 falls By {a €A|UE PP }

0 sonst

Definition 3.27. Majority-Quantor 3% (wie in 7] Abschnitt 3.4, hier aber mit 3%

fiir x € var anstelle von unendlich vielen Quantoren (3>”)n EN)

24



3.4 Logiken mit numerischen Erweiterungen

Der Majority-Quantor funktioniert wie der Zahlquantor und priift, ob die Zahl der erfiil-

lenden Belegungen mindestens den Wert einer Variable erreicht.

Sei L eine beliebige Logik, n eine relationale Signatur, und T : N — FIN[S’TL} (n) ein
n-Orakel.

Die £ + Y + 3*-Logik erweitert die £ + Y-Logik um die folgende Regel:

(QM) Fiir eine (£ + Y + 37) [0]-Formel ¢ und zwei Variablen z,y € var ist 3*Yz¢p
eine (£ + T + 3%) [o]-Formel.

frei (37Yap) = {y} U (frei (p) \ {z})  var (3Yzp) = var (¢) U {z, y}

Auf einer endlichen Struktur 2 € FIN™ (5) mit einer Belegung

p: (frei (p) \{z}) U{y} = AU0,n]

gilt:

T
a

B o(2)
HH?ZJ:ESD]] (Ql,ﬁ) — 1 falls Bye [O7n]75y< {GGA‘Q[)ZSO \{z} }
0 sonst

Satz 3.28. Die Logiken L+ Y + # und L+ Y + 3= und L+ Y + 3% sind dquivalent,

modulo eines festen Zuwachses in ||@|| und |var (¢)].

Beweis. Jede (L + Y + #) [o]-Formel ¢ ist dquivalent zu einer (£ + Y + 37) [¢]-Formel
¢'. Dazu ersetzen wir jede ,pseudo-atomare* Teilformel, die einen Zihlterm enthilt, wie
folgt:

Fall 1. TFalls ¢ = y=#ax oder ¢ = #x1p=y fiir z,y € var, so sei ¢ = I~ Yz,

Fall 2. TFalls ¢ = #x191=F#x219 fiir x1, 29 € var, so sei y € var) (frei (¢1) U frei (12))

eine neue Variable, und
¢ =y (T V2191 A I Vaay))

Fall3. Falls ¢ = Rz fiir R/k € 0 Un U {<} und ein k-Tupel von (L+ T + #) [o]-

Termen Z, so sei § € (var\ Ule frei ({12‘2)> ein Tupel von neuen Variablen,
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3 Logik
und:
Iz, fallsx; = #20;
Yi = T sonst

k
o = 3y <Ry A Xi)

i=1

Jede (£ + Y + 37) [o]-Formel ¢ ist dquivalent zu einer (£ + T + 37) [o]-Formel ¢':
Fall1. TFalls ¢ = 3%, so sei ¢/ eine zu v dquivalente (E + 7T+ 32) [o]-Formel,
z € var\frei (1) eine neue Variable, und:
¢ =Vz (F*ay + (2 <y))
Die Formel =¥z ist mit S (y) € [0,n] erfiillt, genau dann wenn gilt: Die
Formel 3%z ist fiir alle 8 (2) € [0, n] erfiillt, genau dann wenn 3 (z) < 3 (y).

SchlieRlich ist jede (£ + Y 4 3%) [o]-Formel ¢ dquivalent zu einer (£ + T + #) [o]-Formel

/

o'
Fall 1. Falls o = FYz¢, so sei ¢’ eine (£ + T + 37) [o]-Formel mit ¢ = ¢, und:

¢ =y < #ax

O

Notation 3.29. Im folgenden wird mit £ + YT 4 C stets eine dieser dquivalenten Zahl-
Logiken bezeichnet. Die Logik £+ ORD + C bezeichnen wir kurz als £ + C.

Beispiel 3.30. Die Logik FO + C kann ausdriicken, dass die o-Struktur eine gerade
Grofse hat. Bekanntlich ist diese o-Eigenschaft weder durch FO auf geordneten, noch
LFP auf ungeordneten Strukturen definierbar|7, 19]:

YEVEN =y (y=#. (2 < yANz< #.2 = 2))

3.4.3 Nicht-disjunkte Orakel

Eine alternative FErweiterung definiert {iber einer Struktur 2| eine beliebige Bijektion
7w : [1,n] 2 A und interpretiert dann die numerischen Priadikate R/k € n tber dem

Universum der Struktur selbst. Diese Erweiterung bezeichnen wir (in Anlehnung an die
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3.4 Logiken mit numerischen Erweiterungen

disjunkte Erweiterung £ + T, und die Konkatenation 2l & B von Strukturen mit dem
gleichen Universum) mit £ & Y.

Definition 3.31. £ & Y-Logik

Fiir eine relationale Signatur n, ein 7-Orakel T : N — FINl< (n), eine von n disjunkte
relationale Signatur o und eine Logik £ [o] sei die Syntax von L&Y [o] gleich der Syntax
von Lownw{<}].

Fir 2 € FIN (0) mit n = |A| sei 7w : [1,n] &= A eine beliebige Bijektion. Sei 2, €
FIN (o Wn) definiert durch:

A, = Ad7Y (n)
= (4 ("), (7))

Eine k-stellige L& Y [o]-Formel ¢ heife invariant, wenn fiir jede Struktur 2 € FIN (o),
jedes Paar von Bijektionen 7,7’ € Bij ([1,|A[], A) und jedes Tupel a € A* gilt:

A Epla] <= Ap FEplal

Wir bezeichnen mit inv (£ @ Y) [o] die Sprache der invarianten Formeln der (£ & ) [o]-
Logik.

Notation 3.32. Die Logik inv(FO @& ARB) mit dem Orakel ARB (n) = (Narb)[l,n]
(mit Mab und 7, wie in Definition [3.24]) bezeichnen wir auch als die ,arb-invariante
FO (ARB)-Logik“ in Anlehnung an [25] [3].

Es ist zu beachten, dass die hier betrachteten Orakel-Strukturen das Universum [1,7n]
haben, und nicht [0, n]. Dies schlieft unter anderem die Z&hlterm-Erweiterung £ Y + #
aus, weil ein Z&hlterm nicht den Wert 0 erhalten kann und seine Auswertung nicht
vollstindig definiert ist. Die Zihlquantor-Erweiterungen £® Y + 3~ und L& T + 37

haben dieses Problem nicht.

Nach dem Satz von Trakhtenbrot ist die endlichen Erfiillbarkeit von FO [<] unentscheid-
bar, und daher auch die Invarianz und die Sprache inv (FO & ARB) [0] in FO®ARB [o].[8,
19, 25]
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4 Schaltkreise

4.1 Grundlagen der Schaltkreise

Definition 4.1. Boolesche Basis:

Eine boolesche Basis B besteht aus beliebigen iiber Permutation der Eingabe abgeschlosse-
nen Relationen ¢/ C {0,1}". Wir definieren dafiir der Einfachheit halber die Relation
¢ C N2 mit ¢ == {(i,j) € N? | 0'17 € ¢/}. Als Beispiel seien die folgenden booleschen

Junktoren gegeben:

AND = {0} xN
OR = Nx (N\{0})
MAJ = {(m,n) e NxN|m<n}
XO0R = N x (N\2N)
NOR = Nx {0}
NAND = (N\{0})xN

Im folgenden stehe Bgq = {AND,OR} fiir die Basis mit boolescher Konjunktion und
Disjunktion, und By, = Bgq U {MAJ} fiir die Basis mit Konjunktion, Disjunktion und
Majority. Zu beachten ist, dass wir NOT nicht in die boolesche Basis aufnehmen, da es als

undrer Operator ein Spezialfall ist.)
Definition 4.2. Schaltkreis

Sei B eine boolesche Basis und o eine relationale Signatur. Ein (o, B)-Schaltkreis C :=
(G, W, %,Q,U) mit der Stelligkeit k := ar (C) besteht aus den folgenden Komponenten:

1. Ein azyklischer Graph mit den Knoten G (,Gates”) und den Kanten W C G x G.

2. eine Gate-Markierung X

Y:G — B
U {0,1,N0T}
U {RﬂRea,fe Uaf(R>}
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3. eine Ausgabefunktio Q:U* — G (bei k =0ist Q(()) € G ein einziges Output-
Gate, und wird mit Q = Q (({)) abgekiirzt) und

4. ein Universum U (iiblicherweise U = [1, n]).

Hierbei haben alle mit ¢ € B markierten Gates mindestens einen[ﬂ Vorginger, alle mit
RZ, 0 oder 1 markierten Gates keinen Vorginger, und alle mit NOT markierten Gates

genau einen Vorginger.

Die mit 0 oder 1 markierten Gates heilen Konstanten, die mit Rz markierten Gates

heiken Inputs, und die Gates im Bild von € heiken OQutputs.

Definition 4.3. Formal definieren wir den k-stelligen (o, B)-Schaltkreis C = (G, W, X, Q,U)

als eine relationale 7, g p-Struktur {iber dem Universum G'& U, wobei gilt:

ToBk = {W/2’ (Es/l)seﬁw{o,l,NOT} ,(ZRr/1+ k)R/kea Q/k+ 1}
we = W
»¢ = {geG|X(g) = s} firs € Bw{0,1,N0T}
»¢ = {gt|X(g) =Rt} firReo
0° = {tg| QD) = g}

Definition 4.4. Auswertung von Schaltkreisen

Der (o,B)-Schaltkreis C = (G, W, %,Q,U) wird auf einer o-Struktur 2 € FINY (o)
ausgewertet. Die Auswertung ist eine Abbildung C[2] : G — {0,1}, die jedem Gate
g € G den Wert 0 oder 1 zuweist, und ist rekursiv wie folgt definiert:

Fall1. Fir X (g) = Rt gilt
C2 (g) = [Rﬂ £

Fall2. Fiir ¥ (g) € {0,1} gilt

CI () = 1 falls ¥ (v)=1

0 sonst

Fall 3. Fiir X (g) = NOT und (h,g) € W gilt

ClRA(9) =1 -C[A (h)

"In Anderson und Dawar 2014[I] wird zusitzlich die Injektivitit von Q verlangt; hier konnen aber
mehrere Tupel dem gleichen Output-Gate zugeteilt werden.
2Alle hier betrachteten Schaltkreise haben einen unbeschrinkten Fan-In.
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4.1 Grundlagen der Schaltkreise
Fall 4. Fir ¥ (g) = ¢ € B gilt:

o= Y, ClA(h)

(h,9)eW
jo = [h|(h.g) e W}H =4
CA(9) = [¢](o,i1)

Fiir einen k-stelligen Schaltkreis C und ein Tupel € U* sei die Ausgabe von C der Wert
des Outputs Q (¢):

[C] (A7) = C[A (2 (7))

Ferner sei g¢ : FINY (o) — U* die Abbildung einer Struktur auf die Relation der Tupel,
fiir die C den Wert 1 ausgibt.

ge (A) = {Ee Ut | [C] (2A,) = 1}

Beispiel. Sei Cy = (G, W, %,0,[4]) (siche Abbildung ein 1-stelliger ({E},Bgq)-
Schaltkreis, der alle Knoten eines gerichteten Graphen findet, die Teil eines einfachen

Kreises der Lange 2 sind.

G = Hgijlijeld,i#j}
U {g{z,]}‘{%]}gu]vz#‘?}
U {gilie[4]}

E = {(gi,j7g{i,j}) | 4,5 €[4],1 %j}
U {(9gigy-9i) 11,5 €[4, i#3}
Eij fir g =g,
¥ (g) = {AND  fiir g = gy, ;)
OR fiir g = g;

Qi) =g
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4 Schaltkreise

OQON oW OB oo

WA

e
Q1) Q2) Q3) Q@)

Abbildung 4.1: Schaltkreis Cy4

4.2 Eigenschaften von Schaltkreisen

Definition 4.5. Grofte und Tiefe

Die Groke |C| eines Schaltkreises C = (G, W, %,Q,U) sei die Anzahl seiner Gates, |G|.
Die Tiefe T (C) sei die maximale Lange eines Wegs durch den Graphen (G, W).

Definition 4.6. Invarianz

Ein (o,B)-Schaltkreis C mit dem Universum U heike invariant, wenn fiir alle 2 €
FINY (), alle t € U*(©) | und jede Permutation m € Symy; gilt:

HC]] (772[7 Wt_) = [[C]] (%7 E)

In diesem Fall definieren wir fiir jede Struktur A € FINUUD (o) und @ € A*(©) die
Auswertung von C implizit als die Auswertung auf 72 € FINY () mit einer beliebigen
Bijektion 7: A =2 U:

IC] (A, a) = [C] (7, 7a)

Definition 4.7. Symmetrie

Fiir einen Schaltkreis C = (G, W, X,Q,U), eine Permutation m € Sym;; und einen Auto-
morphismus p € Aut¢ mit pjyy = 7 nennen wir p von 7 induziert. (Nach den formalen
Definitionen [£.3 und ist p € Aute C Symg, eine Permutation des Universums von
C.) Wir kénnen aus der formalen Definition des Schaltkreises als 7, p x-Struktur ableiten,

dass ein von 7 induzierter Automorphismus p die folgenden Bedingungen erfiillt:
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4.2 Figenschaften von Schaltkreisen

1. Die Kanten sind isomorph: pW = W.

2. Fiir alle Inputs g mit ¥ (g) = Rz gilt ¥ (pg) = R2/, mit 2/ = 7Z.
3. Fir alle iibrigen Gates gilt ¥ (pg) = X (g).

4. Fiir jedes Tupel £ € U* gilt pQ (z) = Q (xt).

Ein Schaltkreis heife symmetrisch, genau dann wenn jede Permutation des Universums
m € Symy einen Automorphismus # € Aute des Schaltkreises induziert. (In Zukunft
betrachten wir der Einfachheit halber nur den Teil 7|, der die Gates des Schaltkreises
permutiert, da der Rest des Automorphismus ## = i W 7 lediglich die Permutation 7
ist.)

Satz 4.8. Symmetrie ist eine hinreichende, aber nicht notwendige, Bedingung fir die

Invarianz eines Schaltkreises.

Beweis. Sei C ein symmetrischer k-stelliger (o, B)-Schaltkreis iiber U, und 2 € FINY (o).
Sei 7 € Symy; eine beliebige Permutation, und sei £ € U¥ ein beliebiges Tupel. Es ist zu

zeigen, dass:
[CT(A2) = [C] (=2, 7t)

Wegen der Symmetrie induziert 7 einen Automorphismus 7 auf C:

FW) = W
. Rrz fir ¥ (g9) = Rz
X(rg) =
Y (g) sonst

Q(rz) = #0(z) firallez € U©

Per Induktion {iber die Tiefeﬂ T (g) des Gates g wird gezeigt:
CU(g)=C[rU](mg) flrallege G

Induktionsanfang 7' (g) = 0: Sei g € G ein Input mit ¥ (g) = RZ. Per Definition von 7
und 7 gilt:

Y (fg) = RrZ

17 € TR} < 7T EWQRQ[

®Die Tiefe T : G — N sei die maximale Linge eines Weges von einer Quelle zum Gate g.
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4 Schaltkreise

Es folgt:

C[m] (7g) = [ﬂ'RQ{] (7T)

(Falls ¥ (g) € {0,1}, folgt die Behauptung direkt aus X (7g) = X (g).)
Induktionsschritt n — n 4 1:
Annahme: Fiir alle Gates g € G mit Tiefe T (g) < n gilt C [72A] (7g) = C [2] (g).
So gilt fiir jedes Gatter ¢’ € G mit T (¢') =n + 1:
1. Die Beschriftungen X (7rg’) = X (¢') = ¢ sind gleich.
2. C[mA] (7g) = C[2A] (g) fiir alle (g,¢") € W.
Es folgt C [72] (7g") = C [ (¢).

Schlielich gilt fiir jedes Tupel t € U(©);

[C] (=2, mt) = C[xA] (2 (rt)

Damit ist der Schaltkreis invariant.

Um die Umkehrrichtung zu widerlegen, wird als Gegenbeispiel der folgende O-stellige
Schaltkreis Ca (siehe Abbildung tiber U = {1, 2} angefiihrt:

C o= (G,W,%,0,U)

G = {gij 4,5 €UYU{gn gn}

W= {(91.1,90), (91,2,90) > (92,1, 91) > (92,2, 91) » (9n,90) }
S (g) = AND

Q = g,
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4.3 Figenschaften von Schaltkreisfamilien
Q

Abbildung 4.2: Schaltkreis Co

Der Schaltkreis ist invariant, und akzeptiert alle vollstindigen Ko-Graphen. Er ist aber

1
nicht symmetrisch: Die Permutation ( 5 1 ) induziert keinen Automorphismus.

Definition 4.9. Rigiditét

Ein Schaltkreis C = (G, W, 2,Q, U) sei rigide, wenn er keine redundanten Gates besitzt.

Formal diirfen nicht g, ¢’ € G existieren, so dass:

S(g) = 2(9)
{fueG|(ug)eW} = {ueG|(uyg)eW}

Insbesondere heifst dies, das der Schaltkreis hchstens zwei Konstanten gg, g1 mit X (go) =

0 und X (g1) = 1 enthilt, und jede Input-Beschriftung ¥ (¢) = RZ nur einmal vorkommt.

Die Rigiditét ist hier analog zu der Arbeit von Anderson und Dawar[I] definiert, ver-
langt aber zusétzlich, dass zwei Gates nicht nur durch die (hier nicht injektive) Output-
Markierung €2 unterschieden werden. Diese Einschrinkung ist strenger, schrinkt aber die

Definition nicht bedeutend ein:

Fiir zwei Gates g,¢’ € G mit den gleichen Vorgingern, der gleichen Markierung ¥ (g) =
Y (¢') und Q71 (9) # Q1 (¢’) erlaubt die nicht-injektive Definition von €2, dass ¢ entfernt
wird und fiir alle £ € Q71 (¢) stattdessen Q (f) := g gesetzt wird.

4.3 Eigenschaften von Schaltkreisfamilien

Definition 4.10. Eine (o, B)-Schaltkreisfamilie C = (C,),,oy sei eine Sequenz von
invarianten Schaltkreisen C,, = (G, Wiy, X0, Qp, Up,) mit der gleichen Stelligkeit ar (C,,) =
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4 Schaltkreise

k und den Universen U, = [1,n].

Die von der Schaltkreisfamilie berechnete o-Anfrage gz sei wie folgt:

dc (Ql) = qc, 4 (Q[)

Definition 4.11. Fiir eine Komplexititsklasse K sei eine Schaltkreisfamilie C K-uniform,
n

—~
wenn die Berechnung einer Représentation von C,, bei Eingabe des Worts 1---1in K ist.

Definition 4.12. Beschrinkte Grolse

Fiir eine Funktion f : N — N habe eine Schaltkreisfamilie C f-Grofie, wenn fiir ein ng €
Nund alle n > ng gilt, dass |C,| < f (n). Fiir eine Klasse von Funktionen 7 C Abb (N, N)
mit f € F habe C F-Groke.

Insbesondere sei poly (n) = n®W) die Klasse aller polynomiell beschrinkten Funktionen.

Bemerkung. Statt ,poly (n)-grok wird in [I] der Begriff ,,P/poly-uniform“ verwendet:

Eine P/poly-Turingmaschine arbeitet in Polynomialzeit und erhélt fiir eine Eingabe
der Lénge n eine polynomiell beschrinkte Orakel-Eingabe T (n) € {0, 1}f(”), f(n) €
poly (n). Unter Voraussetzung einer geeigneten Kodierung kann T (n) jede poly (n)-grofe
Schaltkreisfamilie reprasentieren|4]. Daher sind die Begriffe ,,poly (n)-grok“ und ,, P/poly-

uniform“ dquivalent.

Definition 4.13. Beschrinkte Tiefe

Fiir eine Funktion f : N — N habe eine Schaltkreisfamilie C f-Tiefe, wenn T (C,,) < f (n)
fiir ein ng € N und alle n > ng. Fiir eine Klasse F C Abb (N, N) sei der Begriff ,, F-tief*

analog zu ,, F-groft definiert.

Definition 4.14. Benennung von Schaltkreisklassen
Sei o eine beliebige relationale Signatur.

e Mit SBC[o] bezeichnen wir die Klasse der Anfragen, die von einer symmetrischen

(0, Bgtq)-Schaltkreisfamilie beschrieben werden.

e (SBC + MAJ) [o] sei die Klasse der Anfragen, die von einer symmetrischen (o, Bpaj)-
Schaltkreisfamilie beschrieben werden. (Zur Erinnerung: By, = BgqW{MAJ}, wobei
MAJ der Majority-Operator ist.)

Fiir eine Komplexitiitsklasse K bezeichne SBCX (beziehungsweise (SBC + MAJ)® die
Klasse der Anfragen, die von einer entsprechenden JC-uniformen Schaltkreisfamilie beschrieben

werden.
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4.3 Figenschaften von Schaltkreisfamilien

Fiir jede dieser Klassen schreiben wir ,.SAC% anstelle von ,SBCY, um die Klasse auf

Schaltkreisfamilien mit konstanter Tiefe und poly (n)-Gréfe zu beschrinken.
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

5.1 Logik erster Stufe

Wir weisen zunéchst nach, dass die Logik der ersten Stufe durch symmetrische, LOGSPACE-

uniforme Schaltkreisfamilien konstanter Tiefe beschrieben wird.

FO C (SACQ)LOGSPACE

Lemma 5.1. Jede FO [o]-Formel ¢ (z) definiert eine o-Anfrage q, die von einer sym-
metrischen LOGSPACE-uniformen Schaltkreis- Familie C* mit ||p|- Tiefe und ||| nM™(#)-

Grifie berechnet wird.

Beweis. Sei o eine relationale Signatur, und sei ¢ (z) eine k-stellige FO [o]-Formel.

Per induktiver Konstruktion iiber den Aufbau von ¢ wird der k-stellige Schaltkreis C;7
iiber dem Universum U := [1, n| definiert, so dass [¢] (2,1) < [C/] (2, 1) fiir alle n € N,
A € FINY (0) und 7 € [1,n)* gilt. Fiir eine beliebige Permutation = € Sym;; wird ein

Automorphismus 7 angegeben, und damit die Symmetrie nachgewiesen.

Fall 1. TFalls ¢ (Z) = Ry fiir R/m € o und 7 € frei (p)™, so besteht C; aus n* Gates.

Schaltkreis:
Cy = ({gg |t e Uk} ,@,E,Q,U)

Fiir jedes Tupel £ € U* sei ; := (Z > t) die Belegung der Variablen Z mit
t:

Y(gr) = RB:(Y)
Q) = g

Korrektheit:

[[Rj]] (Ql@ = [RQ[] (/BEQ) = C;f [Ql] (gf) = Hcf]] (9[77?)
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Symmetrie: Sei 7g; = g, fiir alle Tupel # € U*. Per Definition ist 7f; () =
B (7) und daher

Y(rgr) = 7X(gp)
Q(nt) = 7Q()

GréRe: Der Schaltkreis hat die Tiefe 0 und die Grofe nF = nMF(®),

Fall 2. Falls ¢ (Z) = y1=ya, so besteht Cj aus n* isolierten Gates (hier ist k € {1,2}).

Schaltkreis:
e = ({gg I7Te Uk} ,(B,E,Q,U)

Fiir jedes Tupel £ € U* sei f; := (Z — 1) die entsprechende Belegung:

1 falls B(y1) = B (y2)

0 sonst
Q) = g

Korrektheit:

[n=w] @,1) =1 < (B = Bwy2)
& G A (g) =1
& [C]LE) =1

Symmetrie: Sei 7 (g7) = g7 Es gilt 87 (x) = 57 (2') genau dann wenn 8,z (z) =

Bri (x), und daher ist 3 (7gr) = X (gx7)-

GroRe: Der Schaltkreis hat die Tiefe 0 und die Grife nk = n'F(¥),

Fall3. Falls ¢ (T) = @1 (g1) A+ A ©m (Ym) mit ar (¢;) = ki, so besteht C)) aus der

disjunkten Vereinigung aller C;;* fiir 1 < ¢ < m mit der folgenden Erweiterung.

Schaltkreis:

C;fl = (GMVI/%EMQHU)
ce = (G,W,%,Q,U)
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5.1 Logik erster Stufe

Es werden neue Outputs fiir jedes k-Tupel aus U hinzugefiigt:

m
G = L—_l—JGiErJ{gg\fEUk}
i=1
Die Outputs werden entsprechend mit denen von C;° verkniipft, wobei
pi » UF — UFi ein k-Tupel  wie folgt auf die in ¢; frei vorkommenden

Variablen reduziere:

Sei j e [1,k™

sodass 7; = (%1)7'“ vx(jki))
dann p; (1, ,tg) = (t(ﬂ'l)"” 7t(jki)>
W oo= U Wi U Wanp
i=1
C— T ) t k
Wap = {(Qz (pit),g8) |1 <i<m,tel }

Die Gates werden entsprechend beschriftet:

Yi(g) firgeG;

X(g) =
AND sonst
Q(t) = gzfirallete U*
Korrektheit: Es gilt fiir £ € U*:
[er A A (R8) = min o] (A7)
— 3 ®i . .
= min CF* [A] (s (pit))

= C7 [ (97)

Symmetrie: Es existieren bereits die Automorphismen 7; fiir jeden Schaltkreis

Cy'. Der Automorphismus 7 erweitert diese wie folgt:

7i(g) firg e G;
9.t  firg=g;
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien
Fiir die Gates und Kanten der Schaltkreise C;;" ist & per Annahme bereits
korrekt.
1. Fiir jede neue Kante (; (pit), g7) € Wanp gilt nach Voraussetzung:
(78 (pit) ,7gr) = (7% (pit) , W)
= (Ql (Pzﬂa 7g7rf)

€ Wi

(Die Reduktion p; : U¥ — U*i ist ein Homomorphismus und kommu-

tiert mit der Permutation 7.)
2. Es gilt ¥ (7gz) = ¥ (g7) = AND.
3. Es gilt 7Q (t) = g = g7 = Q (7t).

GroRe: Der Schaltkreis hat die Tiefe T (Cy) und die Groke |Crr|:
T(C) = 14miaxT (c;fi)
1=
Ann.
< L+ max |y
1=

m
< 1+ Il < el
=1

cgl = aFe) ooy
=1
BN (0
< P lwilin
=1
< nMF(‘p)JrZIW%IInMF(‘p)
=1
< e (HZHM) <A |l
=1

Fall 4. Falls ¢ (T) = p1V---Vy, so ist der Schaltkreis analog zu Fall 3 mit 3 (g7) = OR.

Fall 5. Falls ¢ (Z) = -, so wird der Schaltkreis CY wie folgt erweitert:
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5.1 Logik erster Stufe
Schaltkreis:

cy = (¢"\W,¥,Q.\U)
¢t = (G,W,%,Q,U)

Fiir jedes Tupel £ € U* wird ein neues Gate g5 eingefiigt. Die Gates werden
mit den Outputs von Crf/ verkniipft.

G = G’&J{gﬂer’“}

W = W/ U WNOT
Wyor = {(QI (t) vgf) |t e Uk}
¥ (g) fallsge G
X(g) =
NOT sonst
Q) = g

Korrektheit:

Uﬂ/fﬂ (917 E) = 1- [1”] (le t_>
e ()
= C7 2] (99)

Symmetrie: Es existiert bereits der Automorphismus 7. Dieser wird wie folgt

erweitert:
. 7' (g) falls g € G
T (g) =
gt falls g =gz
Dann gilt:
TWyor = { "(t), 7gr |t€Uk}
= { (mt), 9m|t€U}=WN0T
by (ﬁ'gg) = 2 g) = NOT

GroRe: Der Schaltkreis hat die Tiefe T (Cy) und die Groke |Cr|:

T(C?) = 1+T(c;f)
< 1+ < el
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

cgl = nf4|cy

>
=]
=]

NN N

n (| ")

nME() 4 || nME ()
lip]| ")

Fall 6. TFalls ¢ (Z) = 3y -~ Jym¥ (21, , Zk+m), so wird der Schaltkreis ct wie folgt

erweitert:

Schaltkreis:

¢y = (G,W,5,Q0)
e = (G\W,Y,Q,0)

Sei p : UFt™ — UF die Abbildung, die aus Z die gebundenen Variablen 3

entferne:

Sei i € [1,k]"
sodass * = (Z(@'l),"' 7Z(ik))

dann p(t1,--- ,tp) = (t(il),--- ,t(ik))
Es werden neue Outputs eingefiigt.
G = G'&J{gg\fe Uk}
Jedes Gate Q' (@) mit @ € U™ wird mit dem Gate g,z verkniipft.
W = W UWs
Wy = {(Q(@),g) | €Ut
Die neuen Outputs werden mit OR markiert.

¥ (g) firged
OR sonst

X(g) =

Q(t) =g
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5.1 Logik erster Stufe
Korrektheit: Fiir £ € U gilt:

(@D = max [o] @) =1

= mx (G0 (2 @)
pu=t

= C7 [ (97)

Symmetrie: Es existiert bereits der Automorphismus 7/, Dieser wird wie folgt

erweitert:
' (g) firged

gri  firg=g;
Auf den Gates von C;f, ist # per Annahme treu zu .

1. Fiir die neuen Kanten (€' (), g,u) € W gilt:
(ﬁ-Q/ (ﬂ) 77%.9/)11) = (Q/ (7’['17,) agpfrﬂ) ew

2. 45 (g7) = ¥ (g7) = OR
3. Q(nt) = gpp = g = 7).
GroRe: Der Schaltkreis hat die Tiefe T (Cy) und die Grofe |Cr|:

T(C?) = 1+T(c;f)
< T+l < el

cel = ey
Ann.
< nf gl e
< nfF 4 [& nME(®)
< ) W)

Fall7. Falls ¢ (T) = Vyi---Vymt (%), so sei der Schaltkreis analog zu Fall 8 mit
% (g;) := AND.

Speicherplatz Die beschriebene Konstruktion wird von dem ||¢|| |[var (¢)|log n-platzbeschriankten
Algorithmus berechnet.
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Algorithmus 5.1 Berechnung von C;; fiir FO [o]-Formeln.

Berechne (¢ (Z)):

ar(T) .

Fir jedes t € [1,n]
Gib Gate g, und Q (f) = g, aus.
Gib X, (g@(,g) entsprechend der Konstruktion aus.
Fir jede direkte Teilformel v (¥):
Berechne (¢ (7)) .
Fiir jedes f € [1,n]"@®:
Fiir jedes ¢ € [1,n]*®):
Falls t; =t fir alle i € [l,ar (7)],j €
[1,ar (7)] mit x; =y;:
Verkniipfe € (t') mit g, -

Jeder Aufruf von Berechne (¢ (Z)) iteriert iiber Variablen € UY(#) die var () logn
Bits belegen. Da die maximale Tiefe der Rekursion durch ||¢| beschrankt ist, wer-

den insgesamt ||| [var (¢)|logn Bits bendtigt.

(Hierbei werden ohne Details eine passende Kodierung der Formel ¢ und ein Algo-

rithmus zur platz-effizienten Berechnung von frei () vorausgesetzt.)

5.2 Disjunkte numerische Erweiterungen

Wir betrachten eine beliebige numerische Erweiterung £+ T, und weisen nach, dass eine
Schaltkreis-Konstruktion fiir £ angepasst werden kann, ohne die asymptotische Tiefe und

Grole zu veridndern.

Die neue Schaltkreisfamilie ist JC-uniform (mit £ O LOGSPACE), wenn sowohl die Kon-

struktion fir £ als auch das Orakel C-uniform sind.

Lemma 5.2. Sei L eine Logik, B eine boolesche Basis und K 2O LOGSPACE eine
Komplezitdtsklasse, so dass fir jede L [o]-Formel eine symmetrische KC-uniforme (o,B)-
Schaltkreisfamilie mit t (n)-Tiefe und s (n)-Gréfle (mit s(n) € poly (n)) ezistiert, die die
gleiche Anfrage beschreibt.

Sei n eine von o disjunkte Signatur und Y ein IC-uniformes n-Orakel.

Dann ezistiert auch fir jede (L + Y)[o]-Formel eine ebensolche Schaltkreisfamilie mit
der Tiefe t' (n) .=t (2n + 1) und der Grifle ' (n) ==s(2n+1).

46



5.2 Disjunkte numerische Erweiterungen

Insbesondere folgt dann aus der Kombination mit Lemma [5.1}

FO + BIT C (SACO)LOGSPACE

FO+ ARB C (SAC)"/PY
Beweis. Sei ¢ eine (£ + Y)[o]-Formel. Fiir n € N und 2 € FIN®™ (¢) wird ¢ als
Lo Wnw {<}]-Formel auf der disjunkt vereinigten (oW n W {<})-Struktur A W Y (n)

ausgewertet, wobei T (n) € FIN[E’”] (n) das Universum [0, n] hat.

Der Schaltkreis C,, wird aber auf einer umbenannten o-Struktur 2 := 72 € FIN[I (o)
mit fiir 7 : A & [1,n] ausgewertet. Um A" disjunkt mit Y (n) zu vereinigen, werden wir

zuerst das Universum [0, n] durch eine Umbenennung nach [n + 1,2n + 1] ,verschieben:

Y'(n) = pY(n)
p : [0,n] = [n+1,2n+1]
p(i) = i+n+1

Nun betrachten wir die disjunkte Vereinigung (wobei die Préadikate aus n & {<} nur auf
[n 4+ 1,2n 4 1] definiert sind):

A WY (n) e FINL2 T (g wnw {<})

Weil T (n) 2 Y’ (n) und A =2 ', gilt auch AJY (n) = A'WY’ (n) (denn der Isomorphismus

ist unter disjunkter Vereinigung abgeschlossen):
[l (AW (n),5) = [¢] (A" &Y (n),5)

Per Voraussetzung konnen wir in K einen (o & n @ {<},B)-Schaltkreis C3 , iiber U’ =
[1,2n + 1] berechnen. Dieser arbeitet korrekt auf A’ & Y’ (n) und hat offensichtlich die
geforderte Groke s’ (n) = s(2n 4 1) und Tiefe ¢’ (n) = ¢ (2n + 1).

Anschlieffend konstruieren wir daraus den (o, B)-Schaltkreis C';f = (G, W, 3,0, U) iiber
U = [1,n], indem alle Inputs X (g) = Rt mit ¢t ¢ U* oder R ¢ o durch Konstanten
¥ (g) € {0,1} ersetzt werden, und die Ausgangsfunktion auf Q = Q) reduziert wird.
Das ist eine einfache Iteration iiber die Gates G des Schaltkreises, die nur einen Z&hler
der Grofe log (s’ (n)) € log (poly (n)) = O (logn) benétigt, und somit in LOGSPACE
bleibt.

Fall 1. Fiir ¥ (g) = Rt mit R/k € o werden die jiiberschiissigen” Inputs einfach auf 0
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

gesetzt:

. Rt fallst e U*
Y(g) =
0 sonst

Fall 2. Fiir ¥ (g) = Rt mit o/k € nw {<} wird die numerische Relation RT (™ fest in
den Schaltkreis eingebaut:

$(0) 1 fallste RY(™
g) =
0 sonst

Sei nun m € Symy; eine beliebige Permutation.

Wir betrachten die Erweiterung 7’ := 7 U idp, 41 2541], die die Elemente von Y’ (n) auf
sich selbst abbildet. Offensichtlich ist 7' € Symy; eine Permutation von U’ = [1,2n + 1].

Aus der Symmetrie des Schaltkreises C3 ,; beziiglich Symy; (siche Lemma folgt die

Existenz eines von 7’ induzierten Automorphismus 7.

Es wird nun nachgewiesen, dass # auch ein von 7 induzierter Automorphismus in Cy; ist.
Dazu miissen nur ¥ und § betrachtet werden, da der Graph (G, W) unverandert bleibt.
Ferner betrachten wir nur die nicht-konstanten Inputs von Cs, 41, denn ansonsten bleibt

3 unverandert.

Fall 1. Fiir ¥ (g9) = Rt mit R/k € o gilt:

Falli. Falls t € UF:

Fallii. Sonst:

Fall2. Fiir ¥ (g) = Rt mit R/k € nW {<} gilt:

Falli. Fallste RY™ C[n+1,2n+1]", dann ist 7' = ¢:

Fallii. Sonst:
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5.3 Logiken mit Zihlquantoren

Auferdem gilt ist U* beziiglich ' abgeschlossen:
#Q (1) = 72 () = Q (x't) = Q («'t)

Damit ist C* eine symmetrische, K-uniforme Schaltkreisfamilie mit Tiefe (n)=t(2n+1)
und Grofe s’ (n) = s (2n + 1), die ¢ berechnet. O

5.3 Logiken mit Zdhlquantoren

Wir betrachten die Logik £+ 7Y + C, und weisen nach, dass die Konstruktion von Lemma

5.2| angepasst werden kann, indem Majority-Gates hinzugefiigt werden.

Lemma 5.3. Sei L eine Logik, ¢ € N eine Konstante, B eine boolesche Basis und K 2
LOGSPACE eine Komplezititsklasse.

Es gelte die Voraussetzung dass fiir jede L[o]-Formel eine symmetrische, K-uniforme
o, B)-Schaltkreisfamilie mit nelell-Tiefe und nIell-Gripe existiert, die die gleiche
( @ © 9
Anfrage beschreibt.

Sei n eine von o disjunkte Signatur und T ein K-uniformes n-Orakel.

Dann ezistiert fir jede (L + Y 4 C) [o] eine ebensolche (o, B U {MAJ})-Schaltkreisfamilie
mit der Tiefe ||| (2n + 1) 1el  ||o|| und der Groge ||o|| (2n + 1)1 + 20 o).

Insbesondere folgt aus der Kombination mit Lemma und Lemma (mit ¢ = 0 und
der Tiefenbeschriankung O (1)):

FO+BIT+C C (SAC’+ MAJ)LOGSPACE

FO+ARB+C C (SAC”+MAJ)”/PY

Wir werden in diesem Fall konkret mit 3”-Quantoren arbeiten, denn per Satz sind

diese gleich ausdrucksstark mit 3=-Quantoren und #-Termen.

Beweis. Sei ¢ eine (E + 71T+ 32) [c]-Formel, und sei n € N die Eingabegrofe. Wir
gehen analog zu Lemma 5.2 fir £+ T vor und erzeugen einen (o W n W {<},B U {MAJ})-
Schaltkreis iiber U’ = [1,2n + 1], wobei wir die folgende induktive Konstruktion verwen-

den:

Fall 1. Talls ¢ (Z) eine (£ + T) [o]-Formel ohne 37-Quantor ist, so existiert der (o Wn W {<},B)-

Schaltkreis Cy 41 schon per Voraussetzung.
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Fall 2.

50

Falls ¢ (Z) = 3%iy;1 (§) mit 7 € var®

fiir ¢ gilt.

, 50 nehmen wir an, dass die Behauptung

Sei C;pn 41 der symmetrische Schaltkreis fiir die Formel ) mit der Tiefe ¢ <
[l 2+ D! 4 [ und der Groke s < [|¢] (2n + 1)1+ 20|y

Conr = (G, Wy, By, 2, U)
Wir erzeugen den folgenden Schaltkreis Cy Nt
G = (GWEQU)

Es wird fiir jedes Tupel ¢ € [1,2n + l]k ein neuer Qutput g; eingefiigt; ferner

werden 2n Konstanten eingefiigt:

G = Gw{gﬂer'k}w{oj,lj\1<j<n}
W = WwHﬂWmajH'JWpad

Die neuen Outputs werden mit MAJ markiert, falls ¢; (der Wert der Variable
x;) einer der numerischen Werte (im Bereich p[0,n] = [n + 1,2n + 1]) ist, und

sonst mit 0.

MAJ falls ¢; € p[0,n]

0 sonst

Q(t) = gr

Seien 71,7 : UF — UF1 die folgenden Abbildungen, die den Wert ¢; aus

beziehungsweise u; aus % entfernen:

T1 (t17"' 7tk) = (t17"'ti—17ti+17“' 7tk:)

Ty (7517"' ,tk) = (t17...tj_17tj+1,... ,tk)

Es gilt also 71 (t) = 72 (4) genau dann wenn ¢ und @ in den gemeinsamen freien
Variablen von ¢ und ¢ iibereinstimmen. Das Majority-Gate g7 soll priifen,
ob t; < pf(m1 (), wobei f : U1 — [0,n] die Anzahl der ¢ erfiillenden

Belegungen von y; bei der Belegung der iibrigen freien Variablen mit 7 () sei:

Fa@) = [{ulueqy @6pTm), m@=nd}



Fall 3.

5.3 Logiken mit Zihlquantoren

Dazu wird jedes Gate g7 mit t; € [n + 1,2n + 1] zunéchst mit den entsprechen-
den Outputs von C;/’n 41 verkniipft:

Wanai = { (2 (8) ,00) | £ € U™, 70 (B) = 72 (1), w; € [1,1]}

Momentan hat es genau n Eingénge (fiir jeden Wert u; € [1,n]). Daher gibt
es 1 aus, wenn f (f) > 2. Es soll aber berechnen, ob f (f) > p~'t;. Dazu fiigen
wir die Kanten Wp,q ein, um die Eingénge der Majority-Gates mit Konstan-
ten aufzufiillen. Ein Majority-Gate mit k zusdtzlichen 0-Eingéngen entscheidet
f () > 2FE, eines mit k' zusiitzlichen 1-Eingféingen berechnet f (f) > ”_2]“’,. Es
folgt:

2 72
k=2p"'ti—n oder kK =n—2p"'t

_ L/
U e {n—l—k n k}

Jedes Majority-Gate g; muss entweder k = 2p~'t; — n 0-Eingiinge oder k' =
n — 2p~'t; 1-Einginge erhalten:

Wpad = {(Oj,gg)|f€U’k,t¢€p[0,n],1<j<2,0_1ti—n}

U {90 [ E€ U™, ti€ pl0,n], 1< j <n—2p7"t:}

n+k=2p"1t; n+k’'=2n—2p~1t;
T2, 00---0 Tixy 11---1
—— N——
k=2p—1t;—n k'=n—2p—1t;

Der neue Schaltkreis hat die Tiefe
t+ 1< [l e+ o) + 1 < [l nlel + g
und die Grofse

(Il + 1) nll 4 20 (||| + 1)
ol el + 20 ||

s+nf+2n <
<

Falls ¢ (Z) eine andere (£ + T + 37) [o]-Formel ist, so seien ¢1 (1), -+ , ¥m (Ym)
alle gr'dﬁtenE] Teilformeln von ¢ der Form 1); = 3%%v; ;. Wir ersetzen diese Teil-

Ld.h. solche, die nicht selbst in einer Teilformel der gleichen Form enthalten sind.
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

52

formeln durch neue Atome R171, - -+ , RpnUm und erhalten eine (£ + ) [c W {Ry, - --
Formel ¢'; die per Voraussetzung zu einer (c WnW{<}W{Ry, -+, Rn},B)-
Schaltkreisfamilie C‘Qﬁ; 41 wird. Per Annahme existiert fiir jede der Teilformeln
W1, -+, U ein Schaltkreis C;/);'LH. (In der Implementierung fiigen wir den Z&h-

lquantor effektiv als Subroutine in die bestehende Konstruktion ein.)

Wir erzeugen den Schaltkreis Cs 41 aus der disjunkten Vereinigung wie folgt:

Cg)ﬁﬂ = (Gi, Wi, 54, [1,2n + 1))
Chry = (G W9 [1,2n+ 1))
S = (GW,5,9,[1,2n + 1))

G = Gylya

=1

W o= Wu @Wiw
i=1
w{((t).9) | g€, ¥ (g) = Rit}

Die Output-Gates der Schaltkreise C;bfl 41 werden mit den R;t-Inputs des Schaltkreis-

es C;ﬁ; 41 verbunden, und deren Beschriftung zu AND gedndert.

AND fallsg e G, ¥ (9) = Riwi
¥(g9) = {¥'(g) sonst, fallsg e G’
Y (g) sonst, fallsg € G;

Die Tiefe von Cy. 1 ist |[:]] (2n + 1)1 1{|4b; || und die GroRe ist |4 (2n + 1)1¥il 4
2n ||¢;||- Der Schaltkreis C<2PT/1+1 hat per Voraussetzung die Tiefe ||| (2n + 1)CH“DIH
und die Grée ||| (2n + D). Zusatalich ist [of = ¢/, 2™, 1], da die

Daher hat der neue Schaltkreis die Tiefe

< @) @n+ 1NN fmax i (20 4+ D 4 g 41
< el @n+ 1)l g

m
S < ¢l @n+ D+ (il @+ )M+ 20 )
1=1
< el @n+ D+ 20 g

s R t-



5.3 Logiken mit Zihlquantoren

Symmetrie: Der neue Schaltkreis ist offensichtlich nicht symmetrisch beziiglich Symy; 5,1 1),
denn die Anzahl der konstanten Vorginger jedes Majority-Gates gr hdngt von dem
Wert t; ab. Allerdings ist er symmetrisch beziiglich der Permutationen, die die
Werte in [n 4 1,2n + 1] fixieren, denn fiir alle Werte t; € [1,n] ist das Gate g7 eine

0-Konstante.

Sei m € Symy; beliebig, und 7’ := 7 U id, 41 2,41) deren Erweiterung auf U’. Nun

erweitern wir den Automorphismus 7 von an 41 wie folgt:

T (OZ) = Oi
T(98) = 9wt

1. Nun gilt fiir jede Kante (Q () , gr) € Winaj mit £,7 € U und 7 (£) = 7 (9):

(7 (@), 7gp) "2 (Q (7'a) , 7gs)

Und weil 7'¢, 7't € U'* und 71 (7't) = 7o (7'0) gilt, folgt:
(Qw (FI"EL) ,gﬂ./{) S WMAJ

2. Fiir jede Kante (0;,97) € Wpaa (mit £ € U* und t; € [n+1,2n+ 1], und
j€l,2t; —3n—2]):

(ﬁ-ojvﬁ-gf) = (Ojagw’f)

Und weil 7't; = t;, gilt immer noch j € [1,27't; — 3n — 2], und daher (70;, 71g7) €
Whiad- Das gleiche gilt analog fiir die Kanten (715, 7gyg).

3. Fiir X:
Y(70;) = X(05)
Y(rl;) = X(1y)
Y(7gr) = X (9gnp)

MAJ falls 7't; € [n+ 1,2n + 1]

0 sonst

(97)

I
M —_ M M M
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

4. Fir Q ist 7Q (t) = 7g; = g; = Q (7't) per Definition gegeben.

Nach der Erzeugung von C, 41 wird der Schaltkreis auf die bereits beschriebene Weise zu
Cy umgewandelt, in dem die nicht-konstanten Inputs mit Elementen aus [n + 1,2n + 1]
zu Konstanten werden. Der neue Schritt fiigt keine nicht-konstanten Inputs hinzu, so

dass sich hierbei nichts dndert.

Da der Schaltkreis C3 ., fiir jede Permutation m U idj, 41,2041 mit ™ € Syﬁm] einen
5.2)

Automorphismus besitzt, ist der Schaltkreis C;; symmetrisch (sieche Lemma . O

5.4 Fixpunktlogik

Die Fixpunktlogik LEP [o] ist echt ausdrucksstérker als die Logik FO [o]. Beispielsweise
ist die Erreichbarkeit tiber einen Pfad beliebiger Lange nicht erststufig definierbar [12, [19)].
In LFP [E] wird diese Klasse durch die folgende Formel definiert:

¢ (u,0) = |Upp oy (32 (E(2,2) AR (2,9)) Ve =y)| (u0)

Jede LFP [o]-Formel ¢ ist aber dquivalent zu einer Familie von FO [o]-Formeln (¢n),,cy
mit einer konstanten Anzahl Variablen, so dass ¢, auf allen Strukturen der Gréfe n
aquivalent zu ¢ ist. (Dies ist vergleichbar zum k-Variablen-Fragment der infinitéren Logik
Lk

oW ?

welches die Fixpunktlogik einschlieft[5, 17, 18]. In unserer Definition hat jedoch

jede einzelne Formel ¢,, eine endliche Lénge.)

Leider sind diese Formeln noch zu lang: Wenn das Symbol R mehr als einmal in
vorkommt, ist |[1;41]] = 2 ||1;]], und daher wichst die Formellange mit ||¢|| > 27" expo-
nentiell fiir k& = ar (R). Mit C;; = C;" konnten wir nicht die gewiinschte poly (n)-Grofe

ableiten.

Die booleschen Schaltkreise haben jedoch nicht dieselbe Einschrankung wie FO [o]: Die
Berechnung einer Teilformel ¢; (Z) kann mehrfach verwendet werden, ohne den Schaltkreis

C}f  zu vervielfaltigen.

Lemma 5.4. Sei o eine beliebige relationale Signatur, und sei ¢ eine parameter-freie
LFP [o]-Formel.

Dann ezistiert eine P-uniforme symmetrische (o, Bgq)-Schaltkreisfamilie C¥ mit poly (n)-
Tiefe und poly (n)-Grofle, so dass qo» (A) = gy, (A) fiir alle A € FIN (o) gilt.
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5.4 Fixpunktlogik

In Kombination mit dem Rest dieses Kapitels folgt dann:

LFP + BIT C SBCP
LFP + ARB C SBCP/poly
LFP+BIT+C C (SBC+ MAJ)”

LFP + ARB + C (SBC + MAJ)/poly

N

Beweis. Sei ¢ eine LFP [o]-Formel, und sei n € N die Eingabegrofe. Die Behauptung

wird induktiv iiber den Aufbau der Formel nachgewiesen.

Fall 1. Falls ¢ eine FO [o]-Formel ohne Fixpunkt-Operator ist, dann existiert die Schaltkre-

isfamilie C;; schon per Voraussetzung.

Fall2. Falls ¢ = [lfpx ;1] (7) fiir eine Relationsvariable X/k € vary, eine k-stellige
parameterfreie LFP [o]-Formel ¢ (X,Z) und ein Tupel von LFP [o]-Termen

k. so seien ¢1 (71), - ,%m (m) alle groften Teilformeln von v der

Yy € var
Form v; = [Upx,z,¢i] (7i). Wir ersetzen diese Teilformeln durch neue Atome
R171,- -+, RmYm und erhalten eine FO [0 W {R1, -, Ry, }]-Formel ¢/, die per
Voraussetzung zu einer (o W {Ry, -+, R}, Bgta)-Schaltkreisfamilie C; " mit kon-
stanter Tiefe ¢ € N wird. Per Annahme existiert fiir jede der Teilformeln

Y1, , ¥y, ein Schaltkreis C;’f)i.
C;{ = (G¢, WTp’ 2¢7 Qiﬁa U)

Wir bauen einen neuen Schaltkreis fiir C;; bauen, der den Schaltkreis C;f genau

nF-mal iteriert.

Schaltkreis: FEs wird eine Sequenz (Di)ie
definiert.

y von k-stelligen (o, Bgia )-Schaltkreisen

Di = (G,L, Wi, EZ', QZ’, U)
Fiir ¢ = 0 nehmen wir nur eine 0-Konstante:

D° = ({g0},0,%0,Q0,U)
0 (g0) =0 Q(t) = g0

Fiir 7« € N3 fiigen wir eine neue Kopie von Cy in D' ein:

Giy1 = G W G¢
Wi+1 = Wl ) Ww ] W,
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

D' verbindet alle mit X% markierten Inputs mit dem Output ; (#), und
markiert sie mit ,AND“. (Hier wére ,,0R" aquivalent, da jedes dieser Gates

nur einen Vorgénger bekommt.)

Yi(g) fallsgeG;
Yit1(g) = AND  falls g € Gy, By (9) = Xa
Yy (g) sonst

W= {(Qi(a),9) | g € Gy, By (9) = Xu}

Die Outputs von C}fl werden zu den Outputs von Ditl:
Qip1 = Qy

Seien nun Ci' = (Gy, Wi, 4,4, U) die Schaltkreise fiir jede LFP [o]-
Formel ;. Wir vereinigen diese mit Cﬁf /, benennen die mit R;t beschrifteten
Gates zu AND um und verbinden sie mit dem Output €; (f) aus dem
Schaltkreis C}f /, um den Schaltkreis Cff zu erhalten.

Korrektheit: Es wird induktiv bewiesen, dass D' auf % € FIN (o) die o-
Anfrage gpi () = F* () berechnet.

gpo (A) = FO () = 0

gpivt (A) = qouw (AU (A, (X = gpi (A))))
g (U (A (X o P 0))
= qw(x»—mi(@)) (20)

De@ Fi-i—l (@)
Daher berechnet Cf = D" die Anfrage ey (2A) = F™ () = F> (0).

Symmetrie: Sei m € Symy; beliebig. Per Annahme ist cy symmetrisch, also

existiert der Automorphismus 7.

Sei 7tp := idyy,). Per Annahme existiere fiir ¢ € N ein von 7 induzierter Auto-
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5.4 Fixpunktlogik

morphismus 7; in D*. Sei dann #;,1 die folgende Abbildung in D+

A (g) ) T (g) fallsg € G;
i+1 =
7(g) sonst

1. Es gilt (ﬁi+1)|Gi = 7;, und (ﬁ-i+1)\G¢ = 7; damit sind die Bedingungen
fir Wi U Wy, %, Qi = Q¢ und alle internen Gates g € Gy mit ¥y ¢
{Xu|ue U™} bereits erfiillt.

2. Fiir die ehemaligen Inputs mit ¥ (g) = Xu gilt X411 (7g) = Zit1 (9) =
AND.

3. Fiir jede neue Kante (Q; (2),g9) € W' mit g € Gy und Xy (¢9) = X@:

(Fit1Q% (@), Fip19) = (7l (w) ,7g)
= (Qi(ra),7g)

Per Definition ist ¥y (7g) = X7u, und daher:

(i (mu) , 7g) € W'

Daher ist D! ebenfalls symmetrisch, und es folgt die Symmetrie von Cf =
k

D

GroRe: Es wird induktiv bewiesen, dass T' (D) <i(t+ 1), und [DI| <1+ -

s (n)
T(D°) = 0
TP = 1)+ (c))+1
< T(D)+t+1
S i+ +t+1=>G+1)(t+1)

I
< D+ s(n)

< lti-s(n)+s(n)=1+(i+1)s(n)
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Damit gilt T (CY) = T (D”k) + max]”; T (C}fl> € poly (n) und |Cf| =
‘an + 3, (e

Fall 3. Falls ¢ eine andere Form hat, dann gehe analog zu Fall 2 vor: Ersetze die

€ poly (n).

Fixpunkt-Operatoren durch atomare Formeln, erzeuge den Schaltkreis der FO [0 W { Ry, -+ , R,
Formel ¢’ und die Schaltkreise der Fixpunkt-Formeln 1, -+ 1, und fiige

diese zusammen. Eg gelten die gleichen Schranken fiir die Grofe und Tiefe.

O]
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6 Partitionen und Trager

Unsere Konstruktion der logischen Formel aus einer Schaltkreisfamilie wird vorausset-
zen, dass jedes Gate g unter allen Bijektionen 7 : A &= U ausgewertet wird. Wir stehen
zunéchst vor dem Problem, dass es |Bij (4,U)| = n! € Q (2") solche Bijektionen gibt. Um
sie fiir jedes Gate auf eine poly (n)-beschrinkte Zahl zu reduzieren, méchten wir gerne
nachweisen, dass die n! Bijektionen beziiglich jedem Gate in (nﬁi'k)' verschiedene Aquiv-
alenzklassen der Groke (n — k)! (mit £ € O (1)) fallen (und einen effizienten Algorithmus

finden, der die Reprisentanten dieser Aquivalenzklassen erzeugt).

In dem Ergebnis von Martin Otto in 1997[23] setzt er eine lokale polynomielle Beschréankung
der Orbits jedes Gates voraus, und leitet fiir diese Schaltkreisfamilien eine Charakter-

isierung durch das variablen-beschriankte Fragment der infinitdren Logik (L%, ) her.

Anderson und Dawar betrachten in [I] symmetrische Schaltkreisfamilien mit polynomieller
Groke (und daher automatisch polynomiell beschréinkten Orbits). Hier wird fiir jedes
Gate nachgewiesen, dass sein Wert nur von O (1) vielen Elementen des Universums U

abhéngt, und daraus eine Charakterisierung durch die Fixpunktlogik abgeleitet.

Hierfiir werden zunéchst die Begriffe der Partition, des Stabilisators und des Tragers

eingefiihrt.

6.1 Partitionen einer Menge

Sei U ein beliebiges Universum. Wir flihren die Partition als Zerlegung von U in dis-

junkte Teilmengen ein.

Definition 6.1. Sei P := {Pi, -, P} eine Menge von disjunkten nicht-leeren Mengen.
Wir nennen P eine Partition von U, wenn Lﬂle P; = U. Sei Party die Menge aller
Partitionen von U. Sei ~p eine Aquivalenzrelation auf U, deren Aquivalenzklassen von

‘P représentiert werden.

Die Permutationen Sym;; werden auf natiirliche Weise auf P € Party erweitert:

7P = {nP;| P, € P} € Party
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6 Partitionen und Tréger

Als néchstes wird die Feinheit als Relation auf Party eingefiihrt.

Definition 6.2. Sei P < P’ (P ist mindestens so fein wie P’“) genau dann wenn jedes

P; € P eine Teilmenge eines P; € P’ ist.

Dies ist dquivalent zu der Teilmengenbeziehung von ~p und ~ps:

P<P & faPecPexP ePsdPCP
& fa.ud eUgiltu ~p v = u~p o

& (~p) C (~p)

Genau wie die Teilmengenbeziehung der Aquivalenzrelation bildet < eine Halbordnung

auf Party.

Daher bildet Party einen vollsténdigen Verband (siehe [16]) mit den folgenden Infimum-

und Supremum-Operationen M und L:

ANB = ij{PEPartUHDjAundeB}
AUB = min{PEPartU|Aj77undBj77}

(A M B sei die grobste feinere Partition als A und B, und A U B die feinste grobere
Partition als A und B.)

Satz 6.3. Wenn [z]_ die Aquivalenzklasse {y | x ~ y} ist, und Py, Py € Party wie folgt

sind,

Py o= {[m]NAmNB |z € U}
Py = {lz] . |z U}

wobei ~:= (~4) U (~p)
dann ist P1 = AN B und P, = AU B.

Beweis. Die Eigenschaft P; < A, B =< P folgt offensichtlich aus (~4 N ~p) C~4,~C
(~4 U ~p)". Ferner muss jede Relation ~p mit (~p) C (~4) und (~4) C (~p) auch
in (~4) N (~p) enthalten sein, und jede mit (~p) 2 (~4), (~p) 2 (~p) muss auch
(~4) U (~p) (und dessen Abschluss) enthalten. O

Definition 6.4. Die feinste und grobste Partition von U seien Py (U) = {{u1}, -+, {un}}
und Prax (U) = {U}.
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6.2 Stabilisatoren einer Partition
6.2 Stabilisatoren einer Partition

Wir fiihren die Stabilisatoren von Elementen, Teilmengen und Partitionen eines Univer-

sums U ein.

Definition 6.5. Der Stabilisator eines Elements u € U in U sei die Untergruppe

Stabgr (u) C Symy; aller Permutationen, die u fixieren:

Staby (u) == {m € Symy; | mu = u}

Der Punktstabilisator einer Teilmenge X C U in U sei die Untergruppe Staby (X) C

Symy; der Permutationen, die jedes Element z € X fixieren:

Staby (X) = {m€Symy |mz==zfa ze X}
= () Staby (x)

zeX

Der Mengenstabilisator von X in U sei die Untergruppe Staby { X} C Sym;; der Permu-

tationen, die die Menge X als ganzes fixieren.

Staby {X} = {meSymy |7nX =X}
= |J (ruidpx) (Staby (X))
TESym x

Definition 6.6. Die obige Definition wird auf Partitionen P € Party erweitert:

Der Punktstabilisator von P in U sei die Untergruppe Staby (P) C Symy; aller Permu-
tationen, die jede Menge P; € P fixieren:

Staby (P) = {m € Symy | 7P, = P;firalle P, € P}
= () Staby {P;}
P,eP

Der Mengenstabilisator von P in U sei die Untergruppe Staby {P} C Symy; aller Per-

mutationen, die die Partition als ganzes fixieren:
Staby {P} = {m € Symy | 7P =P}

Diese Gruppe wird durch Staby (P) und alle Permutationen von gleich-méchtigen Ele-
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6 Partitionen und Tréger
menten von P erzeugt: Sei P; = {P; € P | |P;| = i} fiir i € [1,|U][], dann gilt:

Staby {P} = U mStaby (P)

i€[1,|U]]
TrGSympli

Die Feinheit von Partitionen ist dquivalent zu der Teilmengenbeziehung ihrer Stabil-

isatoren.

Satz 6.7. Fiir zwei Partitionen P, P’ € Party gilt P < P’ genau dann wenn Staby (P) C
Stabyg (P/)

Beweis. Sei m € Staby (P) beliebig, so besteht 7 aus einer Folge von Transpositionen:

™= (Ul’Ul) o0---0 (Uk’vk)

Jede Transposition (u;v;) vertauscht Elemente einer Menge P; € P; daher gilt u; ~p v;.
Per Definition gilt (~p) C (~pr), und daher u; ~p v; und (u;v;) € Staby (P’) fiir
alle i € [1,k]. Aus der Abgeschlossenheit des Stabilisators folgt m € Staby (P’).

Umgekehrt impliziert auch Staby (P) C Staby (P’), dass fiir jedes Paar u ~p v die
Transposition (uv) € Staby (P) auch in Staby (P’) enthalten ist, und daher u ~ps v gilt.
Aus (~p) C (~pr) folgt P < P'. O

6.3 Trager

6.3.1 Trdgerpartitionen einer Permutationsgruppe

Definition 6.8. Sei G C Sym;; eine Untergruppe und P eine Partition von U. P sei
eine Tragerpartition von G genau dann wenn Staby (P) C G.

Wenn die Partition P eine Trégerpartition von G ist, dann ist sie es auch von jeder
Obermenge G' 2O G. Aukerdem sind per Satz alle feineren P’ < P Trigerpartitionen
von G. Somit ist Puin = {{u1}, -+, {un}} mit Staby (Pmin) = {id} eine triviale Trager-
partition jeder Untergruppe G' C Symy;, und alle P € Party sind Trégerpartitionen der
Gruppe Symy; = Staby (Pmax)-

Satz 6.9. Wenn A und B Trigerpartitionen von G sind, so sind es auch AN B und
AUB.
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6.3 Trager

Beweis. Per Definition ist AMB < A und AMB < B, und daher folgt die Tatsache direkt
aus Satz [6.7]

Fiir P .= AU B gilt:

1. Jede Permutation m € Staby (P) ist eine Folge von Transpositionen m = (ujvy) o

-+ 0 (ugvg), so dass wir nur Transpositionen betrachten miissen.

2. Die Aquivalenzrelation ~p ist per Satz|6.3|die transitive Hiille von ~:= (~4 U ~g).

Daher existiert fiir alle u ~p v eine Folge von ¢ < |U| Elementen @ € U’ mit

U W)~ e~ Wy~

Sei nun (uv) € Staby (P) eine beliebige Transposition. (uv) lasst sich mit dem entsprechen-

den w € (U\ {u,v})" in die folgenden Transpositionen zerlegen:

u [ w; v
(w) = }
v W; 1<i<t u
v Wil )y o WE w1 Witl Jygiep VU

(vwy) (wewg—1) - -+ (waw1) o (uwr) (wiws) - - - (we—1wy) (wev)

Weil ~= (~4 U ~p), ist jede der Transpositionen entweder in Staby (A) oder in Staby (B)
enthalten, und beide sind Teilmengen von G. Also ist (uv) € G, und es folgt Staby (P) C
G. O

Korollar 6.10. Jede Gruppe G C Symy; besitzt eine eindeutige grébste Tragerpartition.

Beweis. Angenommen, P und P’ seien zwei grobste Tragerpartitionen von G. Nun ist
P UP' nach Lemma [6.9] ebenfalls eine Triigerpartition von G, und es gilt P, P’ < PUP".

Da aber per Definition P und P’ aber per Definition grobste Triager von G sind, muss
P =PUP =P gelten. O

Definition 6.11. Fiir jede Gruppe G C Symy; sei SP (G) der grobste Tréger von G.

Wir betrachten nun die Konjugations-Operation 7Gm~! einer Permutation 7 auf einer
Untergruppe G C Symy;, und weisen nach, dass 7SP (G) = SP (7TG7T*1).

Satz 6.12. Wenn eine Partition P ein Trager einer Gruppe G C Symy; ist, dann ist 7P

ein Trager von TG~ fiir alle m € Symy;.
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6 Partitionen und Tréger
Beweis. Seien p € Staby (7P) und P; € P beliebig. 71 pr fixiert P;:

(ﬂ’ilpﬂ') P, = 7l (p(nPR))
= 7 lrPp

- P

Daraus folgt (7~!pm) € Staby (P) C G, und schlieRlich gilt:

p = (e p(n )
= 7 (7T_1p71') !
e wGr!
Damit 7P ein Triger der konjugierten Gruppe 7Gm 1. O

Korollar 6.13. Fir jede Gruppe G C Symy und jede Permutation m € Symg st
mSP (G) = SP (nGr1).

Beweis. Nach Lemma ist 7SP (G) eine Trigerpartition von 7G7w~!, und daher gilt
mSP (G) X SP (nGm™1).

Umgekehrt ist auch 7~ !SP (7TG7T_1) eine Trigerpartition von 7~ 'nGrr~! = G. Es folgt
7 1SP (rGr~!) < SP(G) und daher SP (rGr~') < 7SP (G). O

Satz 6.14. Jede Gruppe G ist Obermenge des Punkt- und Teilmenge des Mengenstabil-
isators von SP (G):
Staby (SP (G)) € G C Staby {SP (G)}

Beweis. Per Definition gilt bereits Staby (SP (G)) C G.
Sei nun 7 € G beliebig. Weil 7Gr~! = G, folgt nach Korollar

mSP (G) = SP (nGn~ ') = SP (G)

Weil 7 die Partition SP (G) auf sich selbst abbildet, gilt per Definition = € Staby {SP (G)}.
O

6.3.2 Tragermengen im Schaltkreis

Wir erweitern die Begriffe ,Stabilisator und ,Trager* auf die Gates eines rigiden (Defi-
nition , symmetrischen Schaltkreises. C = (G, W, 3,Q,U).
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6.3 Trager
Definition 6.15. Fiir jedes Gate g € G sei der Stabilisator von g wie folgt definiert:

Stabe (g) = {7 € Symy, | 79 = g}

Eine Menge X C U sei eine Tragermenge von g, wenn jede Permutation, die die Elemente

von X fixiert, einen Automorphismus in C induziert, der g fixiert:

Staby (X) C Stabe (g)

Da fiir X C X’ offensichtlich Staby (X') C Staby (X) gilt (je mehr Elemente fixiert
werden, um so weniger Permutationen lassen wir zu), ist hier vor allem die kleinste

Trigermenge des Gates interessant.

Satz 6.16. Wenn X, X' C U zwei Trigermengen von g € G sind, dann ist X N X’

ebenfalls eine Tragermenge von g.

Beweis. Sei P = {{z} |2z € X} U{U\X} und P' = {{z} |2 € X'} U{U\X'}. Of-
fensichtlich gilt Staby (P) = Staby (X) C Stabe (g) und Staby (P') = Staby (X') C
Stabe (g).

Daher sind P und P’ beide Triigerpartitionen von Stabe (g). Per Satz[6.9)ist auch PUP’ =
Hz} |z e XNX'}U{U\ (X NX")} eine Triagerpartition, und per Staby (PUP’) =
Staby (X N X’) ist auch X N X' eine Trigermenge von g. O

Korollar 6.17. Jedes Gate g € G besitzt eine eindeutige kleinste Trigermenge.

Satz 6.18. Sei P := SP (Stab¢ (g)) die grobste Tragerpartition des Stabilisators eines

Gates g, und sei Ppax = max|.| P. Dann ist X = U\ Prax die kleinste Tragermenge von

g.

Beweis. Sei X' mit |X'| < |X| eine kleinere Tragermenge von g. Per Definition ist
P = {{z} |z € X'} U{U\X'} eine Trigerpartition von Stabc (g), denn Staby (P’) =
Staby (X') C Stabe (g).

Per Definition ist U\X = Ppyax eine grofte Menge in SP (Stabe (¢)). Per Annahme
ist | X’| < |X| und daher |[U\X'| > |[U\X|. Weil aber P’ < SP (Stab¢ (g)) ist, muss
SP (Stabe (g)) eine Obermenge von U\X' als Element enthalten, und deren Grofe ist
mindestens |[U\X'| > |U\X]|; es entsteht ein Widerspruch. O

Definition 6.19. Seisp (g) die kleinste Tragermenge von g, und sei sp (C) = maxgec |sp (9)|

die maximale Grofse aller kleinsten Trigermengen.
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6 Partitionen und Tréger

6.4 Obere Schranken fiir die GroBe von Tragern

Das Ergebnis von Anderson und Dawar beruht auf einem Theorem, das eine konstante
obere Schranke S (C,) € O (1) fiir jede symmetrischen Schaltkreisfamilie (Cy),,cy POly-
nomieller Gréfe nachweist. Diese konstante Grofie fiihrt zu einer polynomiell beschrank-
ten Anzahl von Permutationen ‘Syms(g)’ = [S(g)|! < nlSWI jeder Trigermenge eines
Gates.

Wir stellen hierfiir das sogenannte Support-Theorem vor:

Theorem 6.20. Support-Theorem (Theorem 21 aus [1)])

Fiir € € R[%,l] und einen rigiden symmetrischen Schaltkreis C = (G, W, X, Q,U) mit

€

56 _
\U| > 2, gilt: Wenn die mazimalen Orbit-Gréfie mit s = maxgeq Orbe (9) < on'

33 log s
e logn-

subexponentiell ist, dann ist sp (C) <

Korollar 6.21. (Korollar 23 aus [1)])

Fiir jede symmetrische, rigide (o,B)-Schaltkreisfamilie mit poly (n)-Gréfe gilt sp (C,) €
O(1).

Beweis. Die poly (n)-Grofe des Schaltkreises C, = (G, W, X, Q,U) impliziert fiir jedes
€ < 1 und hinreichend grofte n € N offensichtlich:
1—e

s = max Orbe (¢9) < |Cp| < n° < 2"
geG

Damit ist sp (C) < 331085  33kloan _ 33k ¢ (7). O

e logn =~ € logn e
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

7.1 Berechnung von rigiden Schaltkreisen

Um die Eindeutigkeit der im symmetrischen Schaltkreis induzierten Automorphismen zu

gewihrleisten, wird nun gefordert, dass der Schaltkreis rigide gemé&f Definition ist.

Die Rigiditdt kann nicht in jeder booleschen Basis B problemlos hergestellt werden, ohne
die Tiefe zu verindern - wihrend redundante Vorginger von AND- und OR-Gates ohne
Beschrinkung der Annahme entfernt werden kénnen, ist dies zum Beispiel bei MAJ- und
XOR-Gates nicht méglich.

In [I] werden redundante Gates H = (g1, - , gk) ,in Reihe* geschaltet, so dass jedes Gate
gi € H\{g1} durch ein AND-Gate mit dem Vorginger g;_1 ersetzt wird. Dies vergrofert
jedoch die Tiefe des Schaltkreises unbeschrankt.

Um die Tiefe als Parameter zu erhalten, werden wir stattdessen die Definition des

Schaltkreises auf Multigraphen erweitern:

Definition 7.1. Multimenge

Eine Multimenge W : W — N sei eine Abbildung einer Menge auf N, wobei W (z) die
Vielfachheit von x in W angibt.

Nach der in Definition [2.3]eingefiihrten Notation entspricht fiir eine gewdhnliche Relation
W C G2 die Funktion [W] : G? — {0, 1} gerade der #iquivalenten Multimenge. Die Gréfe
der Multimenge [W|:= 3" -, W () sei die Summe der Vielfachheiten aller Elemente.

Definition 7.2. Multischaltkreis

Ein (0, Bstq)-Multischaltkreis C = (G, W, X, Q, U) ist analog zum (o, B)-Schaltkreis definiert,
aber (G, W) bildet einen azyklischen Multigraphen:

W:GxG—N
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Formal beschreiben wir den Multischaltkreis durch eine 7, p ;-Struktur C iiber einem

Universum G'& U W [0, |[W)|] ausgewertet:

Tf/r,IB%,k = {W/3v (ES/l)seBw{O,l,NDT} ’ (ER/l + k)R/k:ea ’ Q/k + 1}
ar (W) = 3
we = {(9.9'n) €G> x[0,W[]|W(g.9) =n}

Fiir die Auswertung eines internen Gates gilt analog zu [4.4;

jio= Y (CRA(h)-W(h,g))

heG
jo = Y Wi(h,g) =i
heG
CR(9) = [X(9)]Go,)

Die Grofe |C| eines Multischaltkreises C sei die Summe seiner Gates und Kanten:

Cl=1Gl+ Y W(g9)

9,9'€G?

Die Symmetrie wird auf natiirliche Weise angepasst: Der von 7 induzierte Automor-
phismus 7# € Aute bildet (G, W) auf den isomorphen Multigraphen (7G,7W) mit
W (rg,7g") =W (g,¢') ab.

Die Rigiditat wird ebenfalls angepasst: Ein rigider Schaltkreis enthélt keine Gates g, ¢’
mit ¥ (g) = X (¢') und W (h,g) = W (h,¢) fiir alle h € G.

Lemma 7.3. (nach Lemma 24 aus [1))

Es existiert ein Algorithmus, der einen beliebigen (o,B)-Schaltkreis C in einen rigiden
Multischaltkreis C umwandelt, wobei T (é) =T(C) und ‘é‘ < [C|+|C]%. Der Algorithmus
ist poly (|G| + |U|)-zeitbeschrankt.

Beweis. Sei C" = (G,W,%,Q,U) ein beliebiger k-stelliger Schaltkreis. Wir erzeugen
zunédchst den dquivalenten Multischaltkreis C == (G, W, %, Q,U) mit W = [W], wobei
die Tiefe unveriindert bleibt und die Groke zu |C| = |G|+ |W| < |C”] + €] wird.

Der Multischaltkreis C wird nun wiederholt reduziert, bis er rigide ist: Berechne dazu die

Aquivalenzrelation ~cC G x G, so dass g ~¢ ¢’ genau dann wenn

1. ¥(9) =%(¢), und
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7.1 Berechnung von rigiden Schaltkreisen

2. fiir alle h € W gilt W (h,g) = W (h,¢’).

Wenn keine Gates ¢g,¢' € G mit g ~¢ ¢’ mehr existieren, so ist der Schaltkreis rigide,

und der Algorithmus ist fertig.

Ansonsten sei £ C G eine Aquivalenzklasse von ~¢ mit mindestens zwei Gates und
minimaler Tiefe T'(E).

Wir berechnen die Funktion ¢ : G — [0, |E|], die fir jedes Gate h € G die Vorganger in
E z&éhlt:

c(h)="> W(4,h)

g'eE

Sei g € E beliebig, und sei fy. 5 (C) = (G',W', %, Q,U) der folgende Multischaltkreis:

G = G\(E\{g})
Y= E\m\(g}

1. Es werden die eingehenden Kanten der Gates E\ {g} entfernt. Aukerdem werden

die von F ausgehenden Kanten entfernt und durch Kanten von g ersetzt:

c () fallsh =g

0 fallsh € E\ {g}
0 fallsi € E\ {g}
W (h,i) sonst

W (h,i) =

2. Die Output-Funktion wird wie folgt angepasst:

g fallsQ (¢t) € E\ {g}
Q(t) sonst

o (0) =

Der Schaltkreis ¢’ == f, g (C) ist dquivalent zu dem Schaltkreis C {iber jeder Struktur
2 € FINY (0), was induktiv iiber die Tiefe (ausgehend von g) nachgewiesen wird:

1. Offensichtlich gilt C' [2] (g) =C [2] (g) = C [2] (¢') fur alle ¢’ € E, da die Gates die
gleichen Vorginger und die gleiche Beschriftung ¥/ (¢) = ¥ (g) = X (¢') besitzen.
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln
2. Fir jeden direkten Nachfolger h € G eines Gates ¢’ € F gilt:

qio= > W(i,h)-C[

i€G’

jo = Y _W(,h) -

ieG’

jio= > W (i,h)-C'[2]

ieG’

do = Y W (i,h) -3

i€G’

Aus der Definition von W' folgt ji = ji und jo = jj, da die ¢(h) — 1 entfernten
Vorginger ¢ € F\ {g} durch ¢ (h) — 1 zusitzliche (g, h)-Kanten ersetzt wurden,
und C [2] (9) = C[] (¢). Daher gilt:

3. Fiir jedes iibrige Gate h € G folgt die Aquivalenz aus der Induktionsannahme und

der Tatsache, dass die Vorgdnger von h unveréndert bleiben.

Fiir jedes Tupel £ € U mit Q (f) = ¢’ € E gilt nun:

[l = ¢

[ (©2(2) =[] (2,9)

GroRe: Die Umrechnung von C zu fy g (C) lasst die Tiefe unverdndert, und vergréfert
den Schaltkreis nicht: Es werden }, . c(h) Kanten eingefiigt und mindestens
>_g weExc Kanten entfernt, wobei gilt:

Zc(h):ZZW(g',h): Z

heG heG g'eE g’ ,heExXG

Symmetrie: Wenn alle Aquivalenzklassen E = (Ey, -+ , Ey,) der gleichen Tiefe reduziert
werden, dann bewahrt der neue Schaltkreis fy, g, - - fg,..E, (C) = C' die Symmetrie
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7.1 Berechnung von rigiden Schaltkreisen

von C:

Sei m € Symy; eine beliebige Permutation, und 7 ein induzierter Automorphismus.
Offensichtlich muss 7 die Aquivalenzklassen E aufeinander abbilden, da 7g ~¢ 7g’

fiir alle g ~¢ ¢ gilt.

Der Automorphismus 7 auf C wird wie folgt zu einem auf C’ angepasst:

'f(—/g . g;i fallswg € E;
mg sonst

Da W (7tg,7tg') = W (g,q'), folgt W' (rg, 7tg').

Die Umrechnung von C zu C’ verkleinert die Aquivalenzklasse des Gates g zu {g}, da alle
dquivalenten Gates entfernt werden, und lisst alle anderen Aquivalenzklassen der Tiefe

i < T (g) unveréndert.

Daher haben nach héchstens |G| Wiederholungen alle Aquivalenzklassen der Tiefe i <
T (g) die Grofe 1, und nach hochstens T (C) - |G| Wiederholungen wird ein dquivalenter,
rigider Schaltkreis erzeugt. O

Satz 7.4. Die beschriebene Konstruktion kann mit O (T (C)logn) Speicherplatz berechnet
werden, und ist fiir Schaltkreisfamilien konstanter Tiefe daher in LOGSPACE.

Beweis. Der Algorithmus gibt die Kanten und Markierungen des rigiden Multi-

schaltkreises aus, wobei eine natiirliche Ordnung der Gates G vorausgesetzt wird.

Sei ~* eine rekursive Erweiterung von ~, die alle Paare von Gates g, ¢’ enthélt, die aus
jeder Aquivalenzklasse beziiglich ~* die gleiche Anzahl Vorginger besitzen. Ferner sei <
eine implizite Ordnung der Gates G. Ein Gate g € G, fiir das g £* ¢ fiir alle ¢’ < g gilt,

nennen wir den Reprisentanten seiner Aquivalenzklasse.

Der beschriebene Algorithmus wird Rigid (g) fiir jeden Reprisentanten g € G aufrufen.
Rigid (g) gibt dann g mit seinen Markierungen aus, findet dann jeden Représentanten
h € G, zahlt die zu h dquivalenten Vorgénger von g und gibt die entsprechende Multikante
W (h,g) € N aus.

Da die Funktionen Rigid und Equiv jeweils nur konstant viele lokale Variablen der Grofe
O (logn) verwenden, ist der Algorithmus platzbeschrinkt durch 7" - O (logn), wobei T
die maximale Rekursionstiefe von Equiv ist. Weil jeder Aufruf Equiv (¢) nur Aufrufe
Equiv (h, k') fiir Vorgénger h, h' von g auslost, ist T = T (C) die Tiefe des Schaltkreises
C. O
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Algorithmus 7.1 Berechnung des rigiden Schaltkreises

Input: (G,W,%,Q,U).
Main:
Fir jedes Gate g € G':
Falls kein Gate ¢’ < g mit Equiv(g,¢’) existiert:
Rigid(g).
Rigid(g):
Gib ¢ und X (g) aus.
Fir alle £ € U* mit Q(f) = g:
Gib Q(f) =g aus.
Fir jedes Gate h e G:
Falls kein Gate h/ < h mit Equiv(h,h’) existiert:
14+ 0.
Fiir alle Vorgédnger h” von g mit Equiv(h,h”).
11+ 1.
Gib W(h,g) =1 aus.
Equiv(g, g¢'):
Falls nicht X (g) =X (¢'): FALSE
Fiir jeden Vorgénger h von g:
140
Fiir jeden Vorginger h' von ¢ mit Equiv(h,h’):
<1+ 1.
Fiir jeden Vorginger h' von ¢’ mit Equiv(h,h'):
1+ 1—1
Falls ¢ # 0: FALSE.
TRUE
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7.2 Berechnung der Orbits und Trager

Satz 7.5. (nach Satz 9 aus [1])

Sei C ein rigider (o,B)-Multischaltkreis iber U. Sei m € Symy; beliebig.

Falls 7 einen Automorphismus in C induziert, dann ist dieser eindeutiqg.

Beweis. Sei C = (G,W,%,Q,U) und 7 € Symy; beliebig. Seien 71, 1o € Aute zwei von 7
induzierte Automorphismen.

Durch Induktion iiber die Tiefe wird bewiesen, dass 1g = 7rag fiir jedes Gate g € G gilt.

Anfang: Wenn g eine Konstante mit X (g) € {0, 1} ist, dann ist g das einzige Gate mit
der Beschriftung ¥ (g):

ﬁ'lg:gzﬁ'g

Wenn ¢ ein relationales Input mit X (g) = Rf, R/k € o und t € U ist, dann
existiert auf Grund der Rigiditét nur ein Gate ¢’ € G mit X (¢’) = Rwt:

g =g =g
Schritt: Wenn g ein internes Gate mit ¥ (g) € B ist, dann muss gelten:

Y (mg) = X (f2g)=%(9)
W (7t1h,7t1g) = W (fah,ft2g) =W (h,g)
fa. he G

Auf Grund der Rigiditdt von C muss 719 = 729 gelten.

Lemma 7.6. (nach Lemma 25 aus [1])

Es existiert ein deterministischer Algorithmus, der bei Eingabe eines (o, B)-Multischaltkreises
C=(GW,%,Q,U) und einer Permutation m € Symy; in poly (|C|)-Zeit fiir jedes Gate

g € G das Gate g ausgibt, falls m einen eindeutigen Automorphismus 7 induziert.

Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma wird gezeigt, dass der eindeutige Auto-

morphismus in Polynomialzeit bestimmt wird:

1. Zunéchst sei fiir jedes konstante Gate g = g. Fiir jedes relationale Input g € G
mit 3 (¢g) = Rt finde das einzige Gate ¢’ € G mit X (g) = Rzt und gib g = ¢’

aus.
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

2. Finde ein beliebiges Gate g € G, fiir dessen Vorginger h € G mit W (h,g) > 0

bereits 7h = h’ ausgegeben wurde.

3. Finde ein Gate ¢ € G mit X(g9) = X(¢') und W (7h,g') = W (h,g) fiir die
Vorgéinger h € G, so dass ¢’ sonst keine Vorginger hat. (Wegen der Rigiditit

gibt es hochstens eines.) Gib g = ¢ aus.

4. Wiederhole die Schritte 2 bis 3 solange bis 7 fiir jedes Gate g € G berechnet
wurde. (Wenn zu irgendeinem g kein Gate gefunden wird, ist der Schaltkreis nicht

symmetrisch und der Algorithmus bricht ab.)

Die Schritte 2 bis 3 werden hochstens |G|-mal wiederholt, und jeder Schritt erfordert
|G|*-Zeit, so dass der Algorithmus in |G|*-Zeit arbeitet. O

Satz 7.7. Die obige Konstruktion ist mit O (T (C)logn) Speicherplatz berechenbar, und
ist fiir Schaltkreisfamilien konstanter Tiefe daher in LOGSPACE.

Beweis. Der Algorithmus berechnet den Automorphismus 7, in dem fiir jedes Paar

von Gates g, g’ rekursiv gepriift wird, ob g = 7¢g’.

Da jede Funktion nur konstant viele lokale Variablen der Grife O (log |G|) verwendet, ist
der Speicherplatz durch die Funktion 7O (log n) beschrénkt, wobei T' die Rekursionstiefe
ist. Weil Aut (g,¢’) nur Aut (h,h’) fir Vorginger h von g und A’ von ¢ aufruft, ist
T <T(C).

O]

Lemma 7.8. (nach Lemma 26 aus [If)

Es existiert ein deterministischer Algorithmus, der bei Eingabe eines rigiden (o, B)-Multischaltkreises
C=(GW,X,Q,U) in poly (|C|) entscheidet, ob dieser symmetrisch ist, und gegebenen-
falls die Orbits Orbe (g) und Trigermenge sp (g) jedes Gates g € G ausgibt.

Beweis. Um die Symmetrie nachzuweisen, geniigt es, den Algorithmus aus Lemma [7.6
fiir jede Transposition (uv) € Symy; durchzufiihren. Diese Transpositionen erzeugen die
gesamte Symmetriegruppe Symg;, und daher ist fiir jede Permutation m = (ujv1) - - - (ugvg) €

Symy; die Abbildung 7t = f(y,4,) * * * T(uyo,) €0 von 7 induzierter Automorphismus.

1. Berechne den von (uv) € Symy; induzierten Automorphismus 7, fiir jedes Paar
u,v € U mit u # v. Wenn nicht alle Automorphismen existieren, ist der Schaltkreis

nicht symmetrisch; es wird abgebrochen.
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7.2 Berechnung der Orbits und Tréger

Algorithmus 7.2 Berechnung der Automorphismen
Input: (G,W,%,Q,U), k, 7.

Main:

Fir g € G:
Fir ¢ € G:
X < FALSE
Falls Aut(g,¢’):

Falls X =

TRUE: 7 ist nicht eindeutig; Abbruch.
Gib 7 (g) = ¢ aus.

X + TRUE

Aut(g,g¢'):
Falls X (g) # X (¢') € BW{0,1,NOT}: FALSE

Falls Y (g9) = Rt, X (¢') # Rnt: FALSE
Fir t € U*:
Falls Q(t) =g und Q(wt) # ¢': FALSE

Fiir jeden Vorgédnger h von g:

Falls kein Vorginger h' von ¢’ mit Aut(h,h’) existiert:
FALSE

TRUE
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

2. Fir jedes Gate g € G wird die Tragerpartition SP (Stabe (¢)) aufgebaut, in dem
fiir jede Transposition (uv) € Sym; gepriift wird, ob 7(,,) das Gate g fixiert. In

diesem Fall werden die Elemente u, v in der Partition kombiniert:

Py = {{w,v}}U{{w}|we U\{u,v}}
Poo= | P

(uAv)ESme
T(uv)9=9

3. Fir jedes Gate g € G sei Sy = {g}. Iterativ wird der Orbit von g wie folgt
aufgebaut, bis mit S;41 = S; ein Fixpunkt erreicht wird (spitestens bei S):

Siy1 =5 U U T (w) i

(uv)€Symy;

Nach den Definitionen aus Kapitel 7 ist jede Partition P, eine Trégerpartition von
Stabc (g), wenn 7 (,,g = g, und daher ist P, ebenfalls eine Trégerpartition von Stabc (g).
Wenn es eine grobere Tragerpartition P’ gibe, dann miisste diese zwei Elemente u,v € U
kombinieren, die in P, getrennt sind, und fiir die 7(,,)g = g gilt. In diesem Fall wire aber
die Partition P,y mit in Py aufgenommen worden, und daher ist P, = SP (Stabc (g)).
Es wird sp (g) = U\ max|, P, ausgegeben.

Fiir die Mengen (5;),cy gilt S; € Orbe (g), denn per Induktion existiert fiir jedes Gate
g € S; eine Folge von ¢ Transpositionen 7y ---7;, so dass 71 ---7; das Gate g auf ¢
abbildet. Ferner besteht jede Permutation 7 aus einer Folge von hochstens |U| Transpo-

sitionen, so dass Sy 2 Orbe (g) den gesamten Orbit von g enthélt.

Es existieren weniger als |U|* Transpositionen, so dass der Schritt 1 in |G|* |U[*-Zeit
abgeschlossen wird. Ebenso wird Schritt 2 in |U |3—Zeit abgeschlossen. Schritt 3 erfordert
eine Iteration bis Sy, wobei jeder Durchlauf [U \Q—Zeit benotigt. Insgesamt lduft der
Algorithmus in |G|* |U[*-Zeit. O

Satz 7.9. Die obige Konstruktion ist mit O (T (C)logn) Speicherplatz berechenbar, und
daher fiir Schaltkreisfamilien konstanter Tiefe in LOGSPACE.

Beweis. Der entscheidende Teil ist die Bestimmung der grokten Menge P; C SP (Stabe (g)),
denn offensichtlich kénnen wir mit logarithmischem Platz nicht die Partition SP (Stab¢ (g))
(und noch nicht einmal P;) abspeichern. Es reicht uns aber, wenn der Algorithmus
fiir jedes Element v € U die Elemente u ~ u zdhlt, und sich das Element u mit der

groften Aquivalenzklasse merkt. Dann findet er alle Elemente mit u’ % u (per Korollar
gibt es davon nur O (1) viele), und bildet daraus die Trégermenge sp (g).
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7.3 Rekursive Auswertung der Schaltkreise

Algorithmus 7.3 Berechnung der Trégermengen sp (¢) und Orbits Orbe (g)
Input: (G,W,%,Q,U)
Tragermenge (g) :

5 (), j« 0O
Fiir alle v e U:
1+ 0
Fir alle v e U:
Falls 7i(y) (9) =g: (mit Algorithmus )
14 1+1
Falls 7> j:
u—u, j1
Fiir alle ve U:
Falls 7y (9) # 9:
5« Sv
Gib 5 zuriick.

Orbit(g):

5 < Trigermenge (g)
Fir ¢ € U0
Gib (57 (9) aus.

Der Orbit hat die Groge nl*P(@! aber diesen muss der Algorithmus nicht abspeichern,

sondern nur iterativ ausgeben. O

7.3 Rekursive Auswertung der Schaltkreise

Fiir eine rigide, symmetrische k-stellige (o, B)-Multischaltkreisfamilie (Cp), oy gilt nach
Korollar sp (Cp) € O (1). Seien also ng, ¢ € N so gewihlt, dass sp (Cp,) < ¢ flir n > no.

Zur Erinnerung: sp (C) ist die maximale Grofe der Tragermenge sp (¢9) = {P1,- - , Pn},
|P1| < -+ < | Py jedes Gates g von C.

Wir mochten C, auf beliebigen Strukturen 2 € FIN™ (g) (nicht nur 2 € FINI (o))
auswerten, wofiir eine beliebige Einbettung m : A — [1, n] definiert werden muss. Es wird
nun gezeigt, dass die Auswertung des Gates g nur von dem Teil der Abbildung 7 abhéingt,
der Elemente auf sp (g) abbildet. Die Abbildung auf die {ibrigen Elemente U\sp (g) ist

fiir g unbedeutend.
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Die Folgerung in diesem Abschnitt passt den Abschnitt 4.3 aus [1] fiir Multischaltkreise

all.

Definition 7.10. Konsistenz

Zwei Abbildungen f: A — B und f : A — B’ seien konsistent in A” C AN A’ (kurz

f ~ar f"), wenn sie im Teilbereich A” identisch sind.

f ~ AN f/ = f‘AH = f|/A”

Satz 7.11. Sei C = (G, W, %,Q,U) ein rigider, symmetrischer Multischaltkreis mit n =
|U|, und sei g € G ein beliebiges Gate mit den Vorgangern H .= {h € G | W (h,g) > 0}.
Sei A € FIN™ (o) eine beliebige Struktur. Seien w1, w5 € Bij (U, A) beliebig mit m ~ep(
mo. So gilt:

g)

Clm' A (g9) = Clm'A](g) (7.1)
Y Wihg) Clar'A](h) = Y Wi(h,g) C[ry'A] (h) (7.2)
heH heH

1 1

Beweis. Sei 7 € Symy; die Permutation 7 = wf1w2, so dass m; T =77, .

Weil 71 und 7o konsistent in sp (g) sind, gilt mu = mou fiir u € sp (g).

TU = 7r1_17r2u

= 7r1_17r1u:u

Wegen der Symmetrie und Rigiditat induziert 7 einen eindeutigen Automorphismus 7

im Schaltkreis C. Weil 7 die Elemente von sp (g) fixiert, fixiert 7 auch das Gate g:

T € Staby (sp(g))
C Stabe (g)

Damit ist Gleichung [7.1] bewiesen:

C [7@12[] (g = C [7’7@191]

Da 7¢g = g, muss auch 7H = H auch fiir die Vorginger gelten. Aufserdem hat 7h fiir alle
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7.3 Rekursive Auswertung der Schaltkreise

h € H die gleiche Anzahl von Kanten zu g wie h:

Clri'] () = C[rm '] (7h)
W (h,g) = W(7h,g)
fa.he H

Es folgt die Gleichung fiir das Gewicht der mit 1 belegten Vorgénger von g:

> Wi(h,g)-Ca A (h) = > W(h,g) C[r;'U] (h)

heH heH

O]

Definition 7.12. Fiir jedes Gate g des Schaltkreises C iiber dem Universum U beschreiben
wir nun die Menge der verschiedenen Bijektionen 7 € Bij (U, A), fiir die C [7 2] (g) = 1.

Per Satz miissen nur deren Reduktionen auf sp (¢) betrachtet werden. Sei EV (g)

die Menge dieser Abbildungen:

EV (9) == {msp(e) | € Bij (U, A4), C [7712] (9) = 1}

Fiir jede injektive Funktion p : sp (g) — A sei Ext (p) die Menge der zu p konsistenten
Erweiterungen m: U — A :

Ext (p) = {7 € Bij (U, A) | ® ~p(q) P}

Zusétzlich beschreiben wir fiir jeden Vorgidnger h € H von g und jede injektive Funk-
tion p : sp(g9) — A die Menge Red (p, h) der unterschiedlichen sp (h)-Reduktionen von

Erweiterungen von p:

Red (p, h) == {mspn) | ™ € Ext (p)}

Behauptung 7.13. (nach Behauptung 28 aus [I]) Sei 7 € Bij (U, A) beliebig, und sei
pr = Tsp(g) die Reduktion von 7 auf sp (g). Dann gilt:

o - _ |Red (pr, h) NEV (h)|
r () .—hEZHW(h,g)C[ A (h) }LGZHW(h,g) Rod (o ) (7.3)

Beweis. Nach Gleichungist r(7') =Y pen Wh, g C [7'~1] (h) fiir alle 7’ € Ext (p,)
gleich, so dass [Ext (pr)| 7 (7) = - 0 epe(n 7 () gilt.
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Weiterhin kénnen wir fiir jeden Vorgéinger h € H die Bijektionen aus Ext (p;) in Aquiv-
alenzklassen beziiglich der sp (h)-Konsistenz zu einer Belegung p' € Red (pr, h) parti-

tionieren:

[Ext (pr)|7(7) = > Wi(hyg) > C[a'7](h)

heH ' €Ext(pr)
= ) Wy > el (n)
heH p'€Red(pr,h) 7 €Ext(pr)

T ~ep(n) P’

Nach der Definition der Menge EV (h) gilt fiir alle Belegungen 7/ : U — A, dass
C [«~12A] (h) = 1 genau dann wenn Tlpny € EV (h). Daher kinnen wir [EV (h)] (p') €
{0,1} einfach mit der Groke von {7’ € Ext (pr) | ' ~gp() p'} multiplizieren:

Ext(p)r(m) = S Wihg) S S [EV®]()

heH p'€Red(pr,h) ' €Ext(pr)
W/Nsp(h)p,
= > Whg) > [EVMI()|{ €Bxt(pr), '~ o'}
heH p'€Red(pr,h)

Weil die Partitionierung Ext (pr) = W ycRed(ps 1) {n' € Bxt (p,r) 7' ~gpny P} die Menge
Ext (pr) in isomorphe Klassen teilt, gilt [{n" € Ext (pr), 7 y P} = ‘}!{Egtp’:f fiir
p' € Red (pr, h).

Ext (px
Ext(plr(m) = Y Whg) Y EVER) () il
2 , Red (pr. 1]
p'€Red(px,h)
Ext (pr
CSwey Bl
2 , Red (p. 4]
o' €Red(pr,h)NEV (h)
d ﬂ'vh E Ext m
= Y W) [Red (p éﬂd V(h)H xt (pr)|
hell [Red (px, h)
[Red (pr, 1) NEV (B)]
r(m) = W (h
(m = 2 W Red (pr, 1)
]
Wir verwenden nun die Ordnung von U = [1,n] und legen fest: Sei U = (1,---,n),

und sp (g) das geordnete Tupel der Elemente von sp (g). Fiir a € AP definieren wir
die Abbildung pg = (sp(g) — a). Sei Ext(a) C A™ die Relation der n-Tupel U fiir
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7.3 Rekursive Auswertung der Schaltkreise

7 € Ext (pa), sei Red (@, h) € AlPM! die Relation der Tupel p'sp (h) fiir p’ € Red (pa, h),
und sei EV (g) € AP die Relation der Tupel psp (g) fiir p € EV (g).

QI

Egct( ) = {ﬂ'U | m € Ext (sp(g) — EL)}
EV(9) = {pp(9)|pecEV(g)}

Wir werden nun fiir jedes Gate g € G mit den Vorgéingern H C G die Menge EV (g)

rekursiv durch (EV (h))

Fall 1.

Fall 2.

Fall 3.

Fall 4.

heH und 2l definieren.

Falls g eine Konstante mit ¥ (g) € {0, 1} ist, dann ist sp (g) = 0, da g von allen

Automorphismen fixiert wird. In diesem Fall gilt:

_ falls ¥ (g) =0
EV(g) = as@)l

{0} falls X (g) =

Falls ¢ ein relationales Input mit © (¢) = Rf, R/k € o und t € sp (g)" ist, dann
gilt:
EV (g) = R* N {p(—lﬂ ac Alspw)\}

Falls ¥ (g) = AND ist, dann gilt fiir jedes Tupel @ € AIPW! | dass p; € EV (g)
genau dann wenn jede zu p; konsistente Bijektion m € Ext (pz) alle Vorgénger
h € H erfiillt:

G€EV(g) & Y Whg)cr A ()= Whg)
heH heH
faa.m € Ext (ps)

Beziehungsweise nach Behauptung [7.13}

|Red (a,h) NEV
|Red (@, h)|

(wzzwwm

heH

acEV(g) e > Wi(hyg)
heH

Dies ist gleichbedeutend mit Red (pg, h) C EV (h). Demnach gilt:

EV (g) = {a € AP | Red (@, h) CEV (h) f.a.h € H}

Falls ¥ (g) = OR ist, dann ist @ € EV (g) genau dann wenn mindestens eine
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Bijektion 7 € Ext (pz) mindestens einen Vorgénger h € H erfiillt:

> |Red (@, h) NEV (h)| >0
heH

EV (g) = {a e AP £ | ] Red (a,h) NEV (h)}

heH

Fall 5. Talls ¥ (g) = MAJ ist, dann ist @ € EV (g) genau dann wenn mindestens die
Halfte der Vorganger erfiillt sind:

|Red (a, h) NEV

acEV(9) & Y Wihyg) |Red (a, h)|

heH

(h)| _1

heH

Fall 6. TFalls ¥ (g) = NOT, dann hat g per Definition des Schaltkreises genau einen
Vorgénger h, es gilt sp (9) =sp (h) und C [ 1] (9) =1 —C [x 1] (k). Also:

EV (g) = ASPWNEV (h)

Die vom Schaltkreis C berechnete Anfrage q¢ ist dquivalent zu der folgenden Relation:

ge (2A) = {a € AF |ex.f € UFmita e EV(Q(E))}
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7.4 Kodierung durch Fixpunktlogik

7.4 Kodierung durch Fixpunktlogik

Die beschriebenen Relationen EV werden nun verwendet, um die Auswertung jedes

Schaltkreises durch eine Formel der Fixpunktlogik zu definieren.

Lemma 7.14. Sei (Cp),,cy €ine k-stellige, symmetrische, P-uniforme (o, B)-Schaltkreisfamilie.
Fiir B = Bgq ezistiert eine (LFP + ORD) [o]-Formel ¢ (bezichungsweise fir B = Byyaj

eine (LFP + ORD + C) [o]-Formel o, so dass fir n € N und % € FIN®) (¢) die Formel

0 (Z) die gleiche Anfrage definiert wie Cp:

qc,, (Ql) =y (Ql)

In diesem Abschnitt wird hauptséchlich die Folgerung aus Abschnitt 4.4 von [I] iiber-

nommen.

7.4.1 Definition des Schaltkreises

Wenn die Schaltkreisfamilie (inklusive der rigiden Umformung) von einer P-Turingmaschine
berechnet wird, existiert nach dem Immerman-Vardi-Theorem[26], 13] und Lemma
eine Sammlung von (LFP 4+ ORD) [o]-Formeln ®, die auf einer Struktur 2 € FIN™ (o)

ausgewertet den Schaltkreis C,, beschreiben.

o = (SOG’ PW, PQs (Sa(ﬁ)d)EB&J{O,LNOT} ) (SDR)REU)

Fiir n < ng gibt es nur eine endliche Anzahl von festen Schaltkreisen C,, endlicher Grofe,
mit einer endlichen Anzahl von Isomorphietypen von Strukturen aus FIN(™ (o). Daher
kann die Anfrage auf diesen Strukturen durch eine einzige FO [o]-Formel definiert werden.

Wir befassen uns nur mit den Schaltkreisen (Cy,) so dass |Cp| < n°.

nz=ng’

Sei fg : G — [1,n]° eine geeignete Kodierung der hichstens n¢ Gates von Cp, und
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln
fw :[0,n¢] — [0,n]° eine Kodierung von Zahlen, so dass fiir g, h,w € [0,n]° gilt:

Ak pclg] & fG'geC
A ow [hgw] < W(f5'h f5'9) = fiy'w
Ak pqlts] & Q=f'g
furt € [1,n
A= pulg & S(fe'g) =¢
fiir ¢ € Bw{0,1,NOT}
Ak orlgr] & T(fG'9) = Ra
firR/m € o,z € [1,n]™

]k:

Nur fiir ein MAJ-Gate g benétigen wir die genaue Vielfachheit der Kante (h,g). Der
Einfachheit halber definieren wir daher die Formel ¢};,, die nur priift, ob W (h, g) > 0.

e (hg) =3n (sow (hgn) A3z \/ —n; < :1:)
i=1

Nach Lemma ist die Bestimmung der Tragermengen sp (¢) und Orbits in P. Daher

existiert auch eine LFP + ORD [o]-Formel s, so dass gilt:

2= psplgu] < 2AEpclg) undu € sp(g)
f.a. gu € [1,n]"

Ferner existieren fiir ¢ € [0, d] die Formeln @gize ;, die Grofe von sp (g) mit i vergleichen:

2 = @size,i [9] < [sp (9)] =4

Schliefslich definieren wir die Ordnung der Elemente sp (¢) mit den folgenden Formeln

(hier sind g, u, v, w € var Variablen):

Psp1 (Gu) = psp (gu) A Vo (psp (Gu) — u < v)
Psp,it1 (Gu) = @sp (gu) A3 (= (psp,i (V) = u < v) AVw (pgp (Gw) = (w < vV u < w)))

7.4.2 Auswertung des Schaltkreises

Per Korollar ist |sp (g)| < sp(Cn) = d. Wir fiillen alle Relationen EV (g) mit ,,0“ auf
eine einheitliche Lange d auf. (Unsere Definition der LFP + ORD-Logik verwendet im
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7.4 Kodierung durch Fixpunktlogik

Gegensatz zu [I] nur einen Variablentyp, so dass jede Variable x € var mit einem Wert
B (z) € AW[0,n] belegt werden kann.)

EV (g) = {a' | @' € BV (g) x {0} 1P@I}
Wir definieren die Relation EVAL C [0,n]¢ x (Aw {0})? definieren, so dass ga € EVAL
genau dann g = fgg und a € EV (g), beziehungsweise (al, e ,a‘sp(g)‘) € EV (g).
EVAL = {(feg9)a|g€ G,acEV(g)}

Als erstes miissen wir fiir ein Tupel a € (AW [0, n])d und ein Gate g priifen, ob es eine
giiltige Abbildung von 7 : sp(g) — A reprisentiert. Dafiir miissen wir die Groke von
|sp (g)| bestimmen, die Injektivitdt des Tupels (al, e ,a|sp(g)|) e APWI priifen, und fiir

den Rest des Tupels (a‘sp(g)‘ﬂ, e ,ad) = 0 sicherstellen.
pa(r) = -Jyx<y
wo(@) = Yy (~pa(y) =2 <y)
pwiiak () =\ (pal@)A-mi=x;) N o)
1<i<j<k i€lk+1,d]
Pvalid (gj) = /\ (@size,i (g) — Pvalid i (ZZ‘))
1€[0,d]

Nun definieren wir die folgende LFP + ORD-Formel ¢.. (avzy), die fiir eine Belegung
B entscheidet, ob fiir die Gates g = falﬁﬁ und h = félﬁﬁ die Abbildungen 7 =
(sp(g9) = BZ) und w3 = (sp (h) — By) giiltig und mit 71 ~gpg)nsp(n) T2 ZWischen den
Gates g und h konsistent sind.

O~ (UWDTY) = Pualid (UT) A Pralia (V)
NN YV (pspi (Tw) A g j (Dw)) = 23 = ;)
1,J€[1,k]
A /\ VwiVws ((@sp,i (Gwi) A psp.j (Dwe) A z; = y;j) = wi = ws)
1,J€[1,k]

Zuletzt konstruieren wir die LFP + ORD [o]-Formeln 1) (uz), die fiir eine Belegung S
mit f5'58(g) = g und = (g) = s beziehungsweise s = R und X (g) = Rf entscheiden, ob
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln
B (uv) € EVALL. Die Formeln fiir 0 und 1 sind trivial:

T/JO (ﬂf) = x] =I

1/11 (ﬂ.f) = I =

Fiir relationale Inputs mit X (g) = Rt miissen wir mit der Formel pp (aZ) die Beschriftung
t € U»(R) bestimmen, das Tupel 7t = @ € A*() finden, dass auf die gegebene Abbildung
7= (sp(g) — BT) passt, und dann priifen ob @ € R* ist.

vr(azg) = 353z | er(@) ARZA \ @ () = 2 =
i€[1,k]
JjE(l,d]
fiirR/kea

Fiir ¥ (¢) € {AND, OR, NOT} miissen wir iiber alle Vorgénger h von g und alle zu der gegebe-
nen Abbildung 7 := (Sp (g) — @) passenden Abbildungen 7’ € Red (7, h) quantifizieren,

und diese mit dem entsprechenden Operator aggregieren:

Yor (az) = Fo3y (¢ (v0) A @~ (a0Zy) A EVAL (7))
Yo () = Vovy ((ew (07) A o~ (@0ZY)) — EVAL (07))
Uyor () = Vovy ((ew (0a) A o~ (a0Zy)) — “EVAL (07))

(Ein NOT-Gate behandeln wir hier wie ein NOR-Gate - da wir bei der Definition des
Schaltkreises gefordert haben, dass es nur einen Vorgidnger hat, macht das keinen Unter-
schied.)

Fiir die MAJ-Gates verwenden wir die Tatsache, dass die LFP + ORD-Logik Arithmetik

unterstiitzt:

wsucc(xyy) = ﬂyéx/\v,z(zgw\/ygz)
k i—1 k
Psucc (jg) = \/ /\ T =Y N 77Z)succ (xh yz) A /\ (xj =nA Y; = 0)
i=1j=1 j=i+l
o1 (27z) = [Upxg (@=0AT=2)V (XU A psuce (7'1) A Psuce (V'0))] (32)
ox (zyz) = [Upxgy (@0 =0)V (XU A @suce (W0) A @y (0'70))] (52

\

(
(

Y
~— ~—

Pexp (Z7Z) = [Upxgy (@0 =1 X0 A psuce (0'0) Aoy (0'70))] (7

Fiir eine Formel ¢ (Zuy), die mit einem Parameter Z eine Funktion ¢ : [0,n¢] — [0, n¢]
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mit A = ¢ [a, fw (7) fw (¢;)] berechnet, konnen wir die Summe Z?:CO ¢i berechnen:

V@) (5 oo X'V N psuce (W) s
Psum ( ) llpruv( O) v ( /\w (fﬂ?j) Ay (27/3]17) )] ( )

Wir méchten gerne die erfiillenden Belegungen fiir (EVAL (09) A ¢~ (u0Zy)) zdhlen. Lei-
der bendtigen wir dafiir einen k-stelligen Zihlquantor 3=™, den die Definition der Zih-
lerweiterung £+ T + C nicht zulésst. Speziell in der Fixpunktlogik (selbst mit disjunkter

numerischer Erweiterung) gibt es aber eine Reduktion auf den einstelligen Zahlquantor:

Satz 7.15. Grddel und Otto (1993)[9]

Jede Formel der LEP+CF* mit k-stelligen Zihlquantoren ist auch in LFP+C' ausdriickbar.

Die Formel t)eya wird daher bedenkenlos mit dem Quantor 3¢ geschrieben:

Yeval (uz0m) == I~y (EVAL (07) A @~ (u0Z7))

Nun definieren wir die Operation des MAJ-Gates wie folgt. Hierbei zdhlt ey, die passenden,
erfiillenden Belegungen eines Vorgangers; ¢yeight multipliziert diese mit dem Kantengewicht
W (h, g). Yeount Und Protal arbeiten analog mit allen passenden Belegungen. Schlieflich
priift ¢¥ups, ob die gewichtete Summe aller erfiillenden Belegungen mindestens die Hélfte
der gewichteten Summe aller passenden Belegungen erreicht.

Yweight (uzvn) = 3IMmIw (ew (VW) A Yeyal (W0TM) N @x (wWN))

)
wcount (’l]i‘ﬁﬁb) = m= #g P~ (ﬂﬁi‘gj)
Uiotal (WZOR) = IMIW (@w (VUW) A Yrotal (OTM) A @y (MWN)
vy (7)== Fog3z (=" (@) A or (@) A YLD (2) A g < )

Dies entspricht der Definition von EV (g¢) fiir MAJ-Gates aus dem vorhergehenden Ab-
schnitt:

A vmslgal < 2> W(h f5'g) [Red(@,h)NEV (h)] = > W (h, f;'g) |Red (@, h)]
heH heH
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln
Die verschiedenen Auswertungs-Formeln werden zusammengefiigt:

PEVAL (ﬂf) = Pvalid (ﬂ{f) A
AN (s (@) = vy (uz))

s€Bw{0,1,N0T}

N\ Gler (at) = ¢r (uz))

R/keo

Zum Schluss formulieren wir eine Formel, die fiir ein gegebenes Anfragetupel fz € A*
wie folgt vorgeht: Finde ein Tupel £ € U, das Gate g = Q () und eine giiltige Abbildung
o= (si) (9) — 5), so dass Bx; = b; genau dann wenn Sp (g)j = t;, und priife, ob b €

EV (g) gilt.

e () =3F3udz(
1'49) (ﬂf) A wvalid (ﬂi)
A /\ (wsp,j (ut;) — z; = x;)
1€[1,k]
jell.d

A [Upgyar,az¥EvaL] (42)

7.4.3 P/poly-uniforme Schaltkreise

Fiir eine P/poly-uniforme Schaltkreisfamilie ersetzen wir die Formeln ® (siehe Abschnitt
7.4.1)) durch ARB-Pridikate, die den Schaltkreis festlegen. Der Abschnitt bleibt

davon unberiihrt, und wir beweisen:

Lemma 7.16. Sei (Cy,),,c eine k-stellige, rigide, symmetrische, P/poly-uniforme (o,B)-
Multischaltkreisfamilie. Fiir B = Bgq existiert eine (LFP + ARB) [o]-Formel ¢ (beziehungsweise
fir B = B, eine (LFP + ARB + C) [o]-Formel ¢, so dass fir n € N und 2 €
FIN"™ (0) die Formel ¢ (Z) die gleiche Anfrage definiert wie C,,.

7.5 Schaltkreise konstanter Tiefe

Lemma 7.17. Sei (Cp),cy eine symmetrische, (o,B)-Schaltkreisfamilie mit konstanter
c-Tiefe und n°-Grofe. Es existiert eine (FO 4 Y) [o]-Formel ¢, so dass fir n € N und
A € FIN"™ (0) die Formel ¢ (Z) die gleiche Anfrage definiert wie C,,.

Wenn (Cp),,cy LOGSPACE-uniform ist, so ist T = BIT, ansonsten ist T = ARB.
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7.5 Schaltkreise konstanter Tiefe

Hierfiir stellen wir zunéchst eine alternierende Normalform fiir den Schaltkreis C,, her:
1. Jedes Gate hat nur einen Nachfolger.
2. Jedes AND-Gate ist Vorgénger eines OR-Gates, und umgekehrt.
3. Jedes Input ist Vorganger eines OR-Gates oder eines NOT-Gates.
4. Jedes Output ist mit AND markiert.
5. Alle Wege von einem negierten Input zu einem Output haben die Linge 4c + 1.
6. Alle Wege von einem nicht-negierten Input zu einem Output haben die Linge 4c.

Die Normalform wird durch den Algorithmus berechnet. Der Algorithmus bendotigt
T -log (|G|) < 4c? - logn Speicherplatz, weil die Rekursionstiefe mit 7" < 4c konstant
beschriankt ist. Damit 1duft der Algorithmus in LOGSPACE.

Die (nicht rigide) alternierende Normalform eines rigiden, symmetrischen Schaltkreises
hat immer noch einen eindeutigen Automorphismus 7 € Aute fiir jede Permutation
m € Symy. Per Induktion iiber die Tiefe sehen wir, dass fiir jedes Gate g € G, jeden
Vorgénger h von G und jede Permutation m € Symy; gilt: Wenn g € G eindeutig ist,

dann ist es auch 7h.

Wenn die Schaltkreisfamilie (inklusive der rigiden Umformung, und deren Normalform)
von einer LOGSPACE-Turingmaschine berechnet wird, existiert nach Immerman[15] eine
Sammlung von FO+BIT-Formeln ®, die auf 2 € FIN™ () ausgewertet den Schaltkreis

C,, beschreiben:

o = (@Gv PW, PQ; (gp¢)¢gﬁw{0717N0T} ) <¢R)R€a)

(Wenn die Schaltkreisfamilie nur P/poly-uniform ist, dann ersetzen wir ® stattdessen
durch entsprechend gewihlte ARB-Pradikate.)

Hierbei sei fg : G — [l,n]d eine geeignete Kodierung der hochstens n? Gates von Cp,
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Algorithmus 7.4 Normalform fiir Schaltkreise konstanter Tiefe

NF (i, g, ¢, state) :
Falls X (g) = NOT:

Finde den Vorgdnger h von g¢.
Fahre fort mit NF(i,h,g, —state) und brich ab.

Gib g als neues Gate aus.
Falls ¢ gerade ist und X (g) = AND:

Sei ¢” ein Gate mit X (¢”) = OR.
Gib ¢” und die Kanten (g,¢"),(¢",¢') aus.

Falls i ungerade ist und X (g) = OR:
(Analog mit X (¢”) = AND.)
Falls X (g) = Rt oder X (g) € {0,1}:
Falls state = FALSE und X (g) € {0,1}:
Kehre X (g) um und setze state <— TRUE.

Falls state = TRUE:

Erzeuge einen alternierenden Weg der L&nge 4c—
7 von g zu ¢'.

Sonst:
Verbinde ¢ mit einem NOT-Gate ¢”.
Erzeuge einen alternierenden Weg der Linge 4c—
i von ¢"” zu ¢'.

Fir jeden Vorgdnger h von g:
NF(i + 1, h, g, state)

Main:
Fir g€ G
Falls g keine Nachfolger hat:

Sei ¢’ ein neues AND-Gate.
Gib ¢’ aus.
Fir £ € U:

Gib Q(t) = ¢ aus.
NF(1,9,9") .
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7.5 Schaltkreise konstanter Tiefe
und fy : [1, nd] — [1,n]d eine Kodierung von Zahlen, so dass fiir g, h,w € [O,n]d:

Ak pclg & f5' @) G
A= ow [hgw] < W(f5'(R), 2" (@) = fi (w)
AEpaltsl = Q@) ="
fiirf € [1,n)"
Akpslg] & S(f510) =09
fiir ¢ € Bw{0,1,NOT}
AE=orlgr] & 2(f5'(9) =Rz
firR/meo,z€[l,n

]m

O (Bg) =dn <<pW (ﬁgﬁ) A dx \/ N < x>
i=1
Da auch die Algorithmen und in LOGSPACE den Automorphismus und die
Trager und Orbits berechnen, existiert eine FO + BIT-Formel ¢, (4x), die von § auf
A € FIN™ (o) erfiillt wird, falls Sz € sp (f5'a).

Analog zu Abschnitt kénnen wir daraus auch die FO + BIT-Formeln ¢gi,e; und
©sp,i erzeugen. Ebenso sind die Formeln ¢yaiiq und ¢~ und ¢ aus Abschnitt nun
in FO + BIT definierbar, da sie ihren Teilformeln selbst keine Fixpunkt-Operatoren

hinzufiigen.

Die Formel pgvar (4121) quantifiziert nun iiber jeden Weg von einem Input zu dem Out-
put g1 = falﬂl, und priift dann fiir jeden Schritt, ob eine korrekte Kante (gi+1,9;) € W
mit g; = f5'%; gewihlt wurde, und ob die Abbildungen (sp (g;) — #;) und (Sp (gi+1) — Ti+1)
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln
konsistent sind.

YEVAL (121) = (VU2iVZT2iFU2i+13%2i+1)1<icoc (
4c

/\ (P (@ir1ti) A o (@it 11 ZiTi41)) A
i=1

N\ Gtor (Wacial) = Pr (Gacr1Zacr1)) A
Reo

V' (@ (@' tact1) A ot (7)) —
N\ Gter (@'t) — —vr (u'z'))

Reo
) A

/\ (05 (Uact1) = Vs (Uset1T))

s€{0,1}

)

Nun berechnet pgvar, (@121) fiir ein Output-Gate g1 = fg 14, die Auswertung mit einer
Abbildung 7 := (sp (g) — z1). Analog zum Abschnitt wird nun die Formel ¢ (Z)
definiert, die ein passendes OQutput-Gate und die richtige Abbildung findet:

o (z) =3Iz (
@q (ut) A Pyatia (42)
A /\ (sp,j (Uti) = 2i = )
1€[1,k]
jel.d]
NpEVAL (1Z)

Damit wird die Auswertung jedes Schaltkreises C,, durch die Formel ¢ definiert, und das
Lemma ist bewiesen.

Fiir Schaltkreise mit Majority-Gates wird problematisch, dass wir die Reduktion aus Satz
nicht zur Verfligung haben. Es existiert zwar eine dhnliche Reduktion fiir FO; bei
dieser handelt es sich allerdings um die nicht-disjunkte Erweiterung.

Satz 7.18. Barrington et al. (1990)[22], Schweikardt (2005)[2]|]

Jede Formel der FO + C*-Logik mit k-stelligen Zihlquantoren kann durch eine Formel
der Logik FO (BIT) + C ausgedriickt werden.

Eine Reduktion auf die disjunkte FO + BIT + C-Logik scheint (wenn sie existiert) nicht

trivial.

92



8 Grenzen der symmetrischen

Schaltkreisklassen

Die symmetrischen AC?-Schaltkreisfamilien beschreiben eine echte Teilmenge der Anfra-
gen, die durch AC® definierbar sind.

Der Beweis benutzt die Charakterisierung aus Theorem von symmetrischem ACY
durch die Logik FO+ARB, die Charakterisierung von AC® durch die Logik inv (FO & ARB),

und ein Problem, dass die Ausdrucksstirke dieser beiden Logiken voneinander trennt.

Theorem 8.1. Immerman (1987)[1}l], Makowsky (1997)[20]

Die Klasse der AC°-definierbaren Anfragen ist dquivalent zu der Klasse der inv (FO & ARB)-

definierbaren Anfragen.

Fiir die Konstruktion der Formel (hier nur skizziert) wird jeder Schaltkreis in eine al-
ternierende Normalform der Tiefe d gebracht, in der jedes Gate n* Vorgéinger hat. Die
n* Wege von einem Input zu einem Output werden durch numerische Tupel kodiert (die
Relation dieser Wege ist ein numerisches Prédikat und daher in inv (FO & ARB)-Logik
verwendbar). Die Formel muss dann {iber jede der alternierenden Ebenen des Schaltkreis-
es quantifizieren (mit 3 fiir OR, und V fiir AND), und berechnet so die Auswertung von

C.

Da per Definition offensichtlich SACY € ACY gilt, kénnen wir mit FO + ARB C SACY
direkt ablesen, dass FO + ARB in inv (FO & ARB) enthalten ist (und beweisen somit
Teil 1 des Theorems : Die Logik erster Stufe mit disjunktem ARB-Orakel ist nicht

stérker als die mit nicht-disjunktem Orakel.

Fiir den echten Einschluss (Teil 2 des Theorems bendétigen wir eine Anfrage, die in
inv (FO @ ARB) beschreibbar ist, jedoch nicht in FO4+ ARB beschreibbar ist. Per Theo-
rem [1.2)ist diese Anfrage dann in AC®, aber per Theorem nicht in SAC? beschreibbar.

Dafiir verwenden wir den Lokalitiats-Satz von Hanf.
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8 Grenzen der symmetrischen Schaltkreisklassen

Theorem 8.2. Der Satz von Hanf (Theorem 2.4.1 in [7])

Seien A, B € FIN (0), m € N und r == 3™, und sei #> (a) = [{b€ A|a ~, b}| die
Anzahl der r-ihnlichen Elemente zu a in B (und #2> (a) analog in B). Sei e € N so0
gewdihlt, dass maxgea (| N (a)}) , aXpe B (‘NT‘B (b)’) <e.

Nun gelte fiir jedes Element a € A mindestens eine der folgenden Aussagen:

1. Die Anzahl der r-dhnlichen Elemente (siehe Definition [2.16]) zu a in 2 und B ist
gleich.
#y (a) = #7 (a)

2. Die Anzahl der r-dhnlichen Elemente zu a in 2 und in B ist jeweils grofler als m-e.

#y(a) , #7 (a) 2 m-e

Dann gilt: A =, B (siehe Definition [3.10).

Lemma 8.3. Fs existiert eine Graph-Anfrage q, die in inv (FO & ARB)-definierbar ist,
aber nicht in FO + ARB beschreibbar ist.

Beweis. Sei C C FIN (E) die Klasse der Graphen 2 = (A4, E¥) fiir die gilt: A enthilt

weniger als [log|A|| viele nicht-isolierte Knoten.

Diese Anfrage ist durch einen inv (FO & ARB) [E]-Satz definierbar (siehe dazu Abschnitt
4.4 von [3]).

Annahme. FEs existiere ein beliebiger (FO + ARB) [E]-Satz ¢c, der die Anfrage qc

definiere.

Sei m = qr (pc) der Quantorenrang von ¢, und 0.B.d.A. sei m > 9. Wir definieren die
folgenden Graphen 2,8 € FINGZ"") (E) (siehe Abbildung :

A,B = [1,2™"]
E* = {(,i+1)|ie[l,m™ =2}u{(m™—1,1)}
E® = {(@,i+1)]iel,m™-1]}U{(m™ 1)}

Beide Strukturen bestehen aus 2™ Knoten, 2 enthilt einen Kreis der Linge m™ — 2,

und ‘B einen Kreis der Liange m™. Damit gilt:

AeC,B¢C
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Abbildung 8.1: Zwei m-aquivalente Graphen 21,5
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Offensichtlich besteht die 3™-Nachbarschaft jedes Knotens im Kreis aus einer 3™ + 1
langen Kette, und die iibrigen Knoten sind isoliert. Damit sind alle 3"-Nachbarschaften
kleiner als e := 3™ + 2. Ferner hat jeder Knoten im Kreis mindestens m™ — 1 > m -
3m*t7 —1 > m e viele 3™-dhnliche Knoten in jedem Graphen, und jeder isolierte Knoten
ohnehin 2™ —m™ > m™ viele 3™-ihnliche Knoten. Somit sind die Graphen 2 und B

nach dem Satz von Hanf m-aquivalent.

Der FO + ARB [o]-Satz ¢ wird nicht auf 2 und B, sondern A & ARB (n) und 8 &
ARB (n) ausgewertet. Wir werden im folgenden sehen, warum das nicht hilft, denn nach

Satz ist die m-Aquivalenz unter disjunkter Vereinigung abgeschlossen.

Da 2 =, B, und offensichtlich ARB (n) =,, ARB (n), folgt somit 2 & ARB (n) =,
B W ARB (n), und es gilt, im Widerspruch zu der Annahme:

A= pc < B o

O]

Satz 8.4. Seien 01,09 beliebige Signaturen, A =,, B zwei beliebige o1-Strukturen und

A =, B’ zwei beliebige oo-Strukturen.

Dann gilt AW A =, BB

Um dies zu beweisen, verwenden wir den Satz von Ehrenfeucht, nach dem die m-Aquivalenz

von Strukturen gleichbedeutend ist mit der Existenz einer Gewinnstrategie fiir Duplicator
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8 Grenzen der symmetrischen Schaltkreisklassen

im Ehrenfeucht-Fraissé-Spiel mit m Runden. Wir verwenden die Definition des EF-Spiels
von Ebbinghaus und Flum (Abschnitt 2.2 von [7]).

Beweis. Es wird per 2l =, B und ' =,, 9B’ vorausgesetzt, dass Duplicator eine
Gewinnstrategie fiir jedes m’ < m-Runden-Spiel auf (2,B) und auf (’,B’) hat. Im
Spiel auf (AW A, B W B') geht Duplicator wie folgt vor:

e Falls Spoiler einen Knoten a; € A oder b; € B wihlt, so antworte mit dem

Gewinnzug aus dem Spiel auf (2, B).

e Falls Spoiler a; € A’ oder b; € B’ wahlt, so antworte mit dem Gewinnzug aus dem
Spiel auf (A, B’).
Nun betrachten wir die gespielten Tupel @ € (AU A)™ und b € (BUB')™, und die
induzierten Strukturen (2 W A’); und (B W B');.

Wegen der Annahme induzieren @ und b zwei partielle Isomorphismen mit (le, aj A) =
(%‘5, B‘B) und (quw EL‘A/> & (‘Bil—), B|B/). Nach Satz[2.14]ist der Isomorphismus abgeschlossen,
so dass gilt:

(Awerf.a) = (Bws),b)
Damit hat Duplicator das Spiel auf (AW ', B W B’) gewonnen, und es folgt AW A’ =,,
BB O
Die hier dargestellte Folgerung lisst sich allgemein auf jedes Paar von m-&quivalenten

Strukturen erweitern, solange die Strukturen die gleiche Gréfe haben.

Korollar 8.5. Die Logik FO + ARB mit disjunktem Orakel kann nur Figenschaften
ausdriicken, die beziiglich gleich grofier Strukturen Hanf-lokal sind.

Die Bedingung der gleichen Grofse ist notwendig, denn offensichtlich ist zum Beispiel die
FO + ARB-definierbare Klasse EVEN nicht Hanf-lokal.
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O Ausblick

Wir haben in Kapitel 5 gesehen, dass logische Formeln der ersten Stufe mit beliebigen
LOGSPACE-berechenbaren disjunkten numerischen Erweiterungen (insbesondere BIT)

sich durch symmetrische LOGSPACE-uniforme Schaltkreisfamilien beschreiben lassen.

Fiir die Fixpunkt-Logik LFP mit P-berechenbaren numerischen Prédikaten haben wir
die gleiche Reduktion auf symmetrische P-uniforme Schaltkreisfamilien gezeigt. In beiden
Féllen konnte ein Z&hlquantor durch Hinzunahme von Majority-Gates ausgedriickt wer-
den, und beliebige Erweiterungen (insbesondere ARB) durch Ausweitung auf P/poly-

Uniformitéat.

In Kapitel 7 haben wir gesehen, dass sich symmetrische, P-uniforme Schaltkreisfamilien
umgekehrt durch Fixpunkt-Logik mit disjunkter Ordnungserweiterung definieren lassen.
Auch hier wurde das Majority-Gate auf einen Zahlquantor abgebildet, und die P/poly-
uniforme Schaltkreisklasse durch die ARB-Erweiterung definiert.

Fiir die Logik der ersten Stufe haben wir dann den Kreis geschlossen und Schaltkreise
konstanter Tiefe auf FO 4+ BIT reduziert. Die Erweiterung auf P/poly und FO + ARB
funktionierte problemlos analog zu der Fixpunkt-Logik, die Z&hl-Erweiterung FO 4+ C
jedoch nicht.

Zum Schluss haben wir in Kapitel 8 nachgewiesen, dass die symmetrischen Schaltkre-
isfamilien (zumindest bei konstanter Tiefe) echt weniger ausdriicken kénnen als die all-
gemein invarianten Schaltkreisfamilien. Dazu wurde der Satz von Hanf verwendet, und
gezeigt, dass die Logik FO + ARB modulo der Struktur-Gréfse Hanf-lokal ist, wihrend
dies fiir die arb-invariante Logik inv (FO & ARB) nicht allgemein gilt [2].

Vermutlich gelten dhnliche Beziehungen auch fiir die symmetrischen Teile der {ibrigen
Schaltkreisklassen SBC, AC®+MAJ und SBC+MAJ. Ein Lokalitits-Beweis bietet sich

hier aber vermutlich nicht an, denn insbesondere wire die im letzten Kapitel definierte
Anfrage bereits in FO + BIT + C definierbar:

¥
logc = {(m,n)eN?|2™ < n}

Jz (ElzxyElz (Eyz V Ezy) A ITmax (log< (, Tmax) A VY (Tmax < Y — Tmax = y)))
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