
Master-Arbeit

Logische Charakterisierungen von

Symmetrischen Schaltkreisfamilien

Christoph Burschka

16. Mai 2016

Goethe-Universität Frankfurt am Main

Institut für Informatik





Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 5

2 Grundlegende De�nitionen 7

2.1 Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 Endliche relationale Strukturen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 Logik 15

3.1 Grundlagen der relationalen Logik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.2 Die Logik erster Stufe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.3 Logiken mit Fixpunkt-Erweiterung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.4 Logiken mit numerischen Erweiterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.4.1 Disjunkte Orakel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.4.2 Zähl-Erweiterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.4.3 Nicht-disjunkte Orakel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4 Schaltkreise 29

4.1 Grundlagen der Schaltkreise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.2 Eigenschaften von Schaltkreisen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.3 Eigenschaften von Schaltkreisfamilien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien 39

5.1 Logik erster Stufe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5.2 Disjunkte numerische Erweiterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.3 Logiken mit Zählquantoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.4 Fixpunktlogik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

6 Partitionen und Träger 59

6.1 Partitionen einer Menge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

6.2 Stabilisatoren einer Partition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

6.3 Träger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

6.3.1 Trägerpartitionen einer Permutationsgruppe . . . . . . . . . . . . . 62

6.3.2 Trägermengen im Schaltkreis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3



Inhaltsverzeichnis

6.4 Obere Schranken für die Gröÿe von Trägern . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln 67

7.1 Berechnung von rigiden Schaltkreisen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

7.2 Berechnung der Orbits und Träger . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

7.3 Rekursive Auswertung der Schaltkreise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7.4 Kodierung durch Fixpunktlogik . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

7.4.1 De�nition des Schaltkreises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

7.4.2 Auswertung des Schaltkreises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

7.4.3 P/poly-uniforme Schaltkreise . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

7.5 Schaltkreise konstanter Tiefe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

8 Grenzen der symmetrischen Schaltkreisklassen 93

9 Ausblick 97

Literaturverzeichnis 101

Erklärung 105

4



1 Einleitung

Wir modellieren Graphen und Datenbanken als Strukturen, die ein Schema von rela-

tionalen Prädikaten über einem endlichen Universum interpretieren. Eine Datenbank-

Anfrage in einem solchen Schema wird als Funktion modelliert, die jede endliche Struktur

auf eine Relation abbildet.

Von besonderem Interesse ist die Datenkomplexität solcher Anfragen: Die Zeit- und

Platzkomplexität der Auswertung einer festen Anfrage in Abhängigkeit von der Gröÿe

der eingegebenen Struktur. Wir betrachten zwei Modelle, in denen alle beschreibbaren

Anfragen eine beschränkte Datenkomplexität besitzen:

1. Klassen von booleschen Schaltkreisfamilien (Cn)n∈N (mit AND-, OR-, NOT-, und gegebe-

nenfalls Majority-Gates).

2. Formeln der Prädikatenlogik erster Stufe (beziehungsweise deren Erweiterungen).

Boolesche Schaltkreise arbeiten per De�nition auf einer geordneten Struktur. Für unge-

ordnete Strukturen wird deshalb eine beliebige Ordnung gewählt und gefordert, dass das

Ergebnis bezüglich der Ordnung invariant ist. Wir führen eine strukturelle Einschränkung

(Symmetrie) der Schaltkreise ein, die diese Invarianz garantiert.

Die Schaltkreisfamilie besteht aus einer unendlichen Sequenz von Schaltkreisen für jede

Eingabegröÿe n ∈ N ist. Ohne Einschränkung kann eine solche Sequenz auch unentschei-

dbare Klassen von natürlichen Zahlen kodieren. In der Praxis ist es daher erwünscht, dass

die Schaltkreise von einem e�zienten Algorithmus berechnet werden: Ist zum Beispiel

jeder Schaltkreis in Polynomialzeit oder mit logarithmischem Platz (in Abhängigkeit von

n) berechenbar, dann nennen wir die Schaltkreisfamilie P - beziehungsweise LOGSPACE-

uniform.

Die Logik erster Stufe ist in der Praxis zu eingeschränkt: Selbst einfache Probleme wie

die Frage, ob eine Struktur eine gerade Anzahl von Elementen enthält, oder zwei Knoten

durch einen Weg beliebiger Länge verbunden sind, können nicht ausgedrückt werden.[19]

Daher erweitern wir die Logik um Fixpunkt-Operatoren, numerische Prädikate und Zäh-

ler. Insbesondere betrachten wir Logiken, in denen die numerischen Prädikate disjunkt

von dem Universum der eigentlichen Struktur interpretiert werden, und weisen nach,
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1 Einleitung

dass solche Logiken gerade die verschiedenen Klassen symmetrischer Schaltkreisfamilien

charakterisieren.

Konkret ist die Klasse der symmetrischen P -uniformen booleschen Schaltkreisfamilien

SBCP äquivalent zu der Logik erster Stufe mit Fixpunkt-Operator und disjunktem Ord-

nungsprädikat FP + ORD. Das Ergebnis wurde 2014 von Matthew Anderson und Anuj

Dawar[1] verö�entlicht (nach einem verwandten Ergebnis für in�nitäre Logik und lokal

polynomiell beschränkte Schaltkreise von Martin Otto in 1997[23]), und bildet die Grund-

lage dieser Arbeit.

Die logische Zählerweiterung FP+C charakterisiert die symmetrische P -uniforme Schaltkreisklasse

(SBC + MAJ)P mit einem Majority-Gate, und die Erweiterung der Logik um beliebige

numerische Prädikate FP+ARB charakterisiert die P/poly-uniforme Klasse SBCP/poly.

Diese beiden Erweiterungen sind miteinander kombinierbar.

Theorem 1.1. Anderson und Dawar (2014)

Die folgenden Paare von Anfragenklassen sind auf endlichen Strukturen äquivalent:

1. FP + ORD und SBCP

2. FP + ORD + C und (SBC + MAJ)P

3. FP + ARB und SBCP/poly

Das obige Ergebnis wird für Schaltkreise konstanter Tiefe angepasst.

Theorem 1.2. Die folgenden Paare von Anfragenklassen sind auf endlichen Strukturen

äquivalent:

1. FO + BIT und
(
SAC0

)LOGSPACE

2. FO + ARB und
(
SAC0

)P/poly

Die Einschränkung auf symmetrische Schaltkreisfamilien bringt im Allgemeinen eine Re-

duktion der Ausdrucksstärke mit sich. So wird die Klasse AC0 durch die invariante Logik

inv (FO⊕ARB) ([14, 20]), und P/poly durch inv (FP⊕ARB) ([20, 21]) charakterisiert.

Theorem 1.3. Für die FO +ARB-Logik und die arb-invariante FO⊕ARB-Logik gilt:

1. Jede FO + ARB-Formel beschreibt eine Anfrage, die durch eine arb-invariante

FO⊕ARB-Formel de�nierbar ist.

2. Es existiert eine Anfrage, die in der arb-invarianten FO⊕ARB-Logik, aber nicht

FO + ARB de�nierbar ist.

Ähnliche Bezüge bestehen vermutlich auch zwischen den symmetrischen und nicht-symmetrischen

Teilen der übrigen betrachteten Schaltkreisklassen.

6



2 Grundlegende De�nitionen

2.1 Notation

Zunächst legen wir einige Notationen und Abkürzungen fest. Im folgenden bezeichne N
die Menge der natürlichen Zahlen einschlieÿlich 0, R die Menge der reellen Zahlen, und

�6� (wenn nicht anders de�niert) die natürliche Ordnung von R und N. Mit �ex.�, �s.d.�

und �f.a.� kürzen wir gegebenenfalls �es existiert�, �so dass� und �für alle� ab.

De�nition 2.1. Mengen und Tupel

Mengen benennen wir im allgemeinen durch Groÿbuchstaben wie A, B, U oder X. Für

eine Menge A bezeichne 2A := {A′ | A′ ⊆ A} die Menge aller Teilmengen von A.

Tupel benennen wir durch Kleinbuchstaben mit Balken wie ā, b̄, ū oder x̄. Die Stelligkeit

ar (x̄) eines Tupels x̄ sei die Anzahl seiner Elemente, und ein n-stelliges Tupel heiÿe kurz

�n-Tupel�. Implizit gelte stets x̄ =
(
x1, · · · , x|ar(x)|

)
. Die Menge aller k-Tupel einer Menge

A sei Ak.

Für ein m-Tupel x̄ und ein n-Tupel ȳ sei x̄ȳ das (m+ n)-Tupel (x1, · · · , xm, y1, · · · , yn).

Das 0-stellige Tupel wird durch 〈〉 notiert.

Für ā ∈ Ak und A′ ⊆ A sei ā|A′ das Tupel, das aus ā entsteht, wenn die Elemente

ai ∈ A\A′ entfernt werden.

De�nition 2.2. Intervall

Ein endliches Intervall von natürlichen Zahlen wird durch [a, b] abgekürzt:

[a, b] := {i ∈ N | a 6 i 6 b}

Ein Intervall von reellen Zahlen wird durch R[a,b] oder R[a,b[ abgekürzt:

R[a,b] := {i ∈ R | a 6 i 6 b}

R[a,b[ := {i ∈ R | a 6 i < b}
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2 Grundlegende De�nitionen

Als nächstes de�nieren wir Relationen als Mengen von Tupeln von Elementen eines Uni-

versums.

De�nition 2.3. Relation

Für eine Menge A und k ∈ N sei R ⊆ Ak eine k-stellige Relation über A. Für jede

Relation R ⊆ Ak sei [R] : Ak → {0, 1} die folgende Funktion:

[R] (ā) :=

1 falls ā ∈ R

0 sonst

Für geordnete Mengen de�nieren wir die Operatoren min und max, die das kleinste

und gröÿte Element (sofern vorhanden) einer Menge unter einer bestimmten Ordnung

bezeichnen.

De�nition 2.4. Minimum und Maximum

Für eine Ordnung � auf einer Menge X seien min� (X) ∈ X und max� (X) ∈ X

diejenigen Elemente (sofern vorhanden), so dass für alle Elemente z ∈ X gilt:

min
�

(X) � z � max
�

(X)

Für X ⊆ R wird die natürliche Ordnung 6 nicht explizit notiert. Für eine Funktion

f : U → R und eine Menge X ⊆ U bezeichnen minx∈X f (x) ∈ R und maxx∈X f (x) ∈ R
die folgende Abkürzungen:

min
x∈X

f (x) := min {f (x) | x ∈ X}

max
x∈X

f (x) := max {f (x) | x ∈ X}

Umgekehrt bezeichnet minf U ein beliebiges Element u ∈ U mit dem minimalen Wert

f (u) = minx∈U f (x), und maxf U analog.

De�nition 2.5. Asymptotische Klassen

Für jede Funktion f : N→ R de�nieren wir die Funktionsklassen O (f) und Ω (f):

� Es gelte g ∈ O (f) genau dann wenn ein n0, c ∈ N existieren, so dass für alle n > n0

gilt: g (n) 6 c · f (n).

� Es gelte g ∈ Ω (f) genau dann wenn f ∈ O (g).

Für f : R→ R und eine Klasse F sei f (F) := {f ◦ g | g ∈ F}. Zum Beispiel ist f ∈ 2O(n)

genau dann wenn f ∈ O
(
2kn
)
für ein festes k ∈ N.
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2.1 Notation

Wir legen mehrere einfache Operationen für Abbildungen fest, darunter die Verkettung,

Vereinigung disjunkter De�nitionsbereiche und Reduktion auf einen Teilbereich.

De�nition 2.6. Abbildung

Für eine Abbildung π : A → B und a ∈ A schreiben wir statt π (a) gegebenenfalls πa

ohne Klammern.

Jede Abbildung π : A → B wird auf natürliche Weise auf Tupel, Teilmengen und Rela-

tionen von A erweitert:

π (x1, · · · , xk) := (πx1, · · · , πxn)

π {x1, · · · , xn} := {πx1, · · · , πxn}

Eine Abbildung π : A→ B mit A = {a1, · · · , an} schreiben wir gegebenenfalls extension-

al wie folgt auf. Für ein Tupel ā = (a1, · · · , an) kürzen wir diese Abbildung auch durch

(ā 7→ πā) ab.

π :=

(
a1

πa1

· · ·
an

πan

)
π := (ā 7→ πā)

Für zwei Abbildungen π1 : B → C und π2 : A→ B sei π1 ◦ π2 : A→ C (kurz π1π2) die

folgende Abbildung:

π1π2 := (ā 7→ π1 (π2 (ā)))

Für zwei Abbildungen π : A→ B und π′ : A′ → B′ mit disjunkten De�nitionsbereichen

A ∩A′ = ∅ sei π′′ := π ∪ π′ die folgende Abbildung:

π′′ : A ]A′ → B ∪B′

π′′x :=

πx falls x ∈ A

π′x falls x ∈ A′

Für π : A → B und A′ ⊆ A sei π|A′ : A′ → B die Reduktion von π auf eine Teilmenge

des De�nitionsbereichs, und π\A′ : A\A′ → B die Reduktion auf das Komplement.

Es sei id die Identität mit id (a) = a für alle Elemente a. Mit idX bezeichnen wir die

Identitätsfunktion auf einer Menge X.

Die Menge Abb (A,B) bezeichne alle Funktionen π : A → B, und Bij (A,B) bezeichne

für endliche |A| = |B| = n alle n! bijektiven Abbildungen π : A� B.
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2 Grundlegende De�nitionen

De�nition 2.7. Permutation

Eine Permutation von U ist eine bijektive Abbildung π : U � U . Die Menge aller

Permutationen Bij (U,U) bezeichnen wir auch als SymU . Diese bilden eine Symmetrie-

Gruppe bezüglich der Verkettung ◦ mit dem neutralen Element idU .

Es sei π−1 die inverse Abbildung mit π−1π = ππ−1 = idU .

Eine Transposition sei eine Permutation, die zwei Elemente ui und uj vertauscht und

alle anderen Elemente �xiert. Die Permutation

(
ui uj

uj ui

)
∪ idU\{ui,uj} wird kurz durch

(uiuj) notiert.

De�nition 2.8. Orbit

In einer Permutationsgruppe G ⊆ SymU sei OrbG (u) := {πu | π ∈ G} die Menge aller

Elemente, auf die u abgebildet wird.

2.2 Endliche relationale Strukturen

Wir betrachten Anfragen und Eigenschaften auf Graphen und allgemeinen endlichen

Strukturen über eine beliebige relationale Signatur σ.

De�nition 2.9. Relationale Signaturen

Eine relationale Signatur σ ist eine Menge von Relationssymbolen. Jedes Symbol R ∈ σ
hat eine feste Stelligkeit ar (R) = k ∈ N>1. Gegebenenfalls wird die Stelligkeit kompakt

durch R/k ∈ σ beziehungsweise σ = {R1/k1, · · · , Rk/kk} notiert.

De�nition 2.10. Endliche Strukturen

Eine endliche σ-Struktur A =
(
A,
(
RA
)
R∈σ

)
über einer Signatur σ und einem endlichen

nicht-leeren Universum A besteht aus einer Interpretation RA ⊆ Ak für jedes Symbol

R/k ∈ σ. Strukturen benennen wir im Allgemeinen durch die Frakturbuchstaben A und

B.

� Für eine endliche Menge U sei FINU (σ) die Menge aller σ-Strukturen über dem

Universum U .

� Für n ∈ N>1 seien FIN(n) (σ) die σ-Strukturen über einem beliebigen Universum

der Gröÿe n.

� Seien FIN (σ) :=
⋃
n∈N>1

FIN(n) (σ) die endlichen σ-Strukturen.
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2.2 Endliche relationale Strukturen

Die Signatur σ kann in Ausnahmefällen unendlich sein; da wir jedoch nur endlich repräsen-

tierbare σ-Anfragen betrachten, können diese sich nur auf eine endlichen Menge von

Relationssymbolen σ′ ⊆fin σ beziehen.

Wir formalisieren die Interpretation als eine Abbildung �A : σ →
⋃
k∈N 2(Ak), die jedem

Symbol eine Relation der entsprechenden Stelligkeit zuweist. Daher kann die Interpreta-

tion gegebenenfalls auch explizit durch A =
(
A,�A

)
notiert werden, um die Zuordnung

von Symbolen und Relationen zu verdeutlichen:

A :=

(
A,

(
R1

RA
1

· · ·
Rk

RA
k

))

De�nition 2.11. Geordnete Strukturen

Sei σ eine relationale Signatur, die nicht das zweistellige Symbol 6 enthält.

Für a, b ∈ N sei

FIN
[a,b]
6 (σ) ⊆ FIN[a,b] (σ ∪ {6})

die Menge der endlichen σ ∪ {6}-Strukturen mit dem Universum [a, b], wobei 6 durch

die natürliche Ordnung von [a, b] interpretiert wird, und sei

FINa
6 (σ) :=

⋃
b∈N

FIN
[a,b]
6 (σ)

die Menge aller endlichen geordneten σ ∪ {6}-Strukturen über Intervallen, die mit a

beginnen (normalerweise mit a ∈ {0, 1}).

Der Lesbarkeit halber verwenden wir die In�xnotation a 6 b anstelle von (a, b) ∈6 oder

[6] (a, b). Die Symbole 6̇ und =̇ seien gleichbedeutend mit den Symbolen 6 und =, und

werden gegebenenfalls in Gleichungen wie ϕ = x=̇y und ϕ = x6̇y verwendet.

De�nition 2.12. Isomorphismus

Für zwei σ-Strukturen A und B sei eine bijektive Abbildung π : A� B ein Isomorphis-

mus, falls πRA = RB für alle Symbole R ∈ σ gilt.

Die Abbildung π wird auf natürliche Weise auf Strukturen erweitert:

πA :=
(
πA,

(
πRA

)
R∈σ

)
Die Menge aller Isomorphismen bezeichnen wir mit Bij (A,B). Zwei Strukturen heiÿen

isomorph (kurz A ∼= B), falls Bij (A,B) nicht leer ist. Wir schreiben (A, ā) ∼=
(
B, b̄

)
,

wenn insbesondere ein π ∈ Bij (A,B) mit πā = b̄ existiert.
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2 Grundlegende De�nitionen

Ein Automorphismus π ∈ Bij (A,A) sei ein Isomorphismus von A zu sich selbst. Die

Menge der Automorphismen Bij (A,A) nennen wir AutA; diese bilden (so wie die Per-

mutationen einer Menge) eine Gruppe bezüglich der Verkettung ◦ und dem neutralen

Element idA.

Der Orbit eines Elements a ∈ A sei analog zu De�nition 2.8 die Menge OrbA (a) :=

{πa | π ∈ AutA} aller Elemente, auf die a von einem Automorphismus abgebildet werden

kann.

De�nition 2.13. Vereinigung von Strukturen

Zwei Strukturen können vereinigt werden, wenn sie entweder disjunkte Signaturen oder

die gleiche Signatur besitzen. Für eine σ1-Struktur A und eine σ2-Struktur B gelte:

1. Wenn σ1 ∩ σ2 = ∅, so ist A ∪B die folgende (σ1 ∪ σ2)-Struktur:

A ∪B :=

(
A ∪B,

(
RA
)
R∈σ1

,
(
RB
)
R∈σ2

)

2. Wenn σ1 = σ2 = σ, so ist A ∪B die folgende σ-Struktur:

A ∪B :=
(
A ∪B,

(
RA ∪RB

)
R∈σ

)
Falls die beiden Strukturen disjunkte Universen A ∩ B = ∅ haben, so heiÿe A ∪ B =

A ]B die disjunkte Vereinigung der Strukturen. Wenn sie disjunkte Signaturen und

das gleiche Universum haben, so nennen wir A ∪B = A ⊕B die Konkatenation der

Strukturen.

Satz 2.14. Isomorphismen sind unter disjunkter Vereinigung abgeschlossen.

Beweis. Seien A,A′ ∈ FIN (σ1) und B,B′ ∈ FIN (σ2) jeweils zwei Paare isomorpher

Strukturen mit π1 ∈ Bij (A,A′) und π2 ∈ Bij (B,B′). Sei ferner A ∩ B = A′ ∩ B′ = ∅,
und seien ā ∈ Ak, ā′ ∈ A′k, b̄ ∈ Bk′ , b̄ ∈ B′k′ vier Tupel mit π1ā = ā′ und π2b̄ = b̄′.

So gilt für die Abbildung π := π1 ∪ π2 : A ]A′ → B ]B′:

Fall 1. Wenn σ1 ∩ σ2 = ∅:

πRA]B = π1R
A = RA′ = RA′]B′ fürR ∈ σ1

πRA]B = π2R
B = RB′ = RA′]B′ fürR ∈ σ2

Fall 2. Wenn σ1 = σ2, dann gilt für alle R ∈ σ1:

πRA∪B = π1R
A ] π2R

B = RA′ ]RB′ = RA′]B′

12



2.2 Endliche relationale Strukturen

Damit ist π (A ]B) = A′ ]B′ und πāb̄ = ā′b̄′, und
(
A ]B, āb̄

) ∼= (A′ ]B′, ā′b̄′
)
.

De�nition 2.15. Induzierte Teilstruktur

Für eine Relation R ⊆ Ak und eine Teilmenge A′ ⊆ A sei R|A′ := R ∩ (A′)k die von A′

induzierte Teilrelation. Für eine σ-Struktur A sei A|A′ :=
(
A′,
(
RA
|A′
)
R∈σ

)
die von der

Teilmenge A′ in A induzierte Teilstruktur.

De�nition 2.16. r-Nachbarschaft (siehe Abschnitt 2.4 von [7])

Für eine Struktur A ∈ FIN (σ) sei G (A) ∈ FINA ({E}) der Gaifman-Graph von A,

der alle Knoten miteinander verbindet, die im gleichen Tupel vorkommen. Insbesondere

ist für jeden symmetrischen1 Graphen A ∈ FIN ({E}) o�ensichtlich G (A) = A.

G (A) =
(
A,EG(A)

)
EG(A) =

{
(ai, aj) | R/k ∈ σ, ā ∈ RA, i, j ∈ [1, k] , i 6= j

}
Sei distA : A2 → N ∪ {∞} die minimale Distanz distA (a, b) in G (A) zwischen zwei

Knoten a, b ∈ A. Für ein r ∈ N sei nun NA
r (a) := {b ∈ A | distA (a, b) 6 r} die r-Kugel

um a ∈ A. Deren induzierte Teilstruktur NA
r (a) = A|Nr(a) in A sei die r-Umgebung

von a.

Für zwei Strukturen A,B ∈ FIN (σ) und zwei Elemente a ∈ A, b ∈ B schreiben wir

a ∼r b (a ist r-ähnlich zu b), wenn ein Isomorphismus π ∈ Bij
(
NA
r (a) ,NB

r (b)
)
mit

πa = b existiert.

De�nition 2.17. σ-Anfragen

Eine σ-Anfrage q mit der Stelligkeit ar (q) = k sei eine Abbildung jeder endlichen σ-

Struktur A ∈ FIN (σ) auf eine Relation q (A) ⊆ Ak. Eine σ-Eigenschaft S ⊆ FIN (σ)

sei eine Menge von σ-Strukturen und entspreche der 0-stelligen Anfrage qS :

qS (A) :=

{〈〉} fallsA ∈ S

∅ sonst

Per De�nition sind alle σ-Anfragen und σ-Eigenschaften unter Isomorphismen abgeschlossen:

Für A ∼= B und π ∈ Bij (A,B) gilt πq (A) = q (B) und A ∈ S ⇔ B ∈ S.

1Der Gaifman-Graph ist ungerichtet, wird aber hier als symmetrische, gerichtete {E}-Struktur model-
liert.
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3.1 Grundlagen der relationalen Logik

Wir betrachten logische Sprachen auf relationalen Signaturen σ, deren Ausdrücke auf

endlichen σ-Strukturen ausgewertet werden.

Zunächst de�nieren wir var als die Menge aller erststu�gen Variablen. Für einen Aus-

druck ω sei var (ω) die Menge der darin vorkommenden Variablen, und frei (ω) ⊆ var (ω)

die Menge der freien Variablen.

In einer Struktur A sei eine Belegung β eine partielle Abbildung β : var → A von

Variablen auf Elemente des Universums.

Eine Auswertungsfunktion für eine Struktur A und eine Belegung β wird durch J·K (A, β)

notiert.

De�nition 3.1. Eine Logik L [σ] besteht aus der Sprache der L [σ]-Terme, der Sprache

der L [σ]-Formeln, und einer Auswertungsfunktion JωK (A, β) für jede Struktur A und

Belegung β : X → A und jeden Ausdruck ω mit frei (ω) ⊆ X.

Für einen L [σ]-Term t ist JtK (A, β) ∈ A ein Element des Universums. Für eine L [σ]-

Formel ϕ ist JϕK (A, β) ∈ {0, 1} ein Wahrheitswert.

Notation 3.2. Wir verwenden den Begri� �Ausdruck� als Oberbegri� der Formeln und

Terme einer Logik, und bezeichnen Ausdrücke mit dem Buchstaben ω. Terme werden

mit kleinen Buchstaben benannt, und Formeln mit den Buchstaben ϕ, ψ oder χ. Für

einstellige Signaturen wie {E} oder {6} kürzen wir L [{R}] durch L [R] ab.

De�nition 3.3. Für eine Formel ϕ und ein Tupel x̄ ∈ vark mit frei (ϕ) = {x1, · · · , xk}
und |{x1, · · · , xk}| = k nennen wir das Tupel x̄ = (x1 · · ·xk) ein Argument von ϕ.

Verschiedene Argumente von ϕ unterscheiden sich nur in der Reihenfolge der Variablen.

Durch die Notation ϕ (x̄) legen wir ein beliebiges Argument x̄ für ϕ fest.

Die Stelligkeit einer logischen Formel (beziehungsweise ihrer Argumente) bezeichne die

Anzahl der frei vorkommenden Variablen: Für ϕ (x̄) gelte:

ar (ϕ) = ar (x̄) = |frei (ϕ)|

15
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Ein Satz sei eine Formel ohne freie Variablen.

Mit MF (ω) bezeichnen wir die maximale Anzahl freier Variablen jedes Teilausdrucks von

ω.

De�nition 3.4. Für eine k-stellige Formel ϕ und eine Belegung β : frei (ϕ) → A

schreiben wir A |= ϕβ genau dann wenn JϕK (A, β) = 1.

Für ϕ (x̄) und ā ∈ Aar(x̄) schreiben wir JϕK (A, ā) anstelle von JϕK
(
A,
(
x̄ 7→ b̄

))
, und

A |= ϕ [ā] anstelle von A |= ϕx̄ 7→ā.

Entsprechend sei

qϕ(x̄) (A) :=
{
ā ∈ Aar(x̄) | A |= ϕ [ā]

}
die Relation aller ϕ erfüllenden Tupel.

Somit beschreibt jede L [σ]-Formel ϕ (x̄) eine σ-Anfrage qϕ(x̄), und jeder Satz eine σ-

Eigenschaft. Da die Reihenfolge der Spalten der Relation von der Wahl des Arguments

x̄ abhängt, wird es durch qϕ(x̄) mit angegeben.

In manchen Fällen möchten wir einige Variablen einer Formel belegen und sie erst dann

als Anfrage auswerten.

De�nition 3.5. Für eine Formel ϕ und eine Belegung β : X → A mit frei (ϕ) * X sei

ϕβ ein partiell belegter Ausdruck; es sei frei
(
ϕβ
)

= frei (ϕ) \X.

Für β′ : frei
(
ϕβ
)
→ A bezeichne

q
ϕβ

y
(A, β′) die Auswertung JϕK (A, β ∪ β′). Für ein

Argument x̄′ von ϕβ de�nieren wir die folgende Anfrage:

qϕβ(x̄′) :=
{
ā ∈ A` | A |= ϕβ [ā]

}
De�nition 3.6. Für eine L [σ]-Formel ϕ und n ∈ N drücke |=n ϕ aus, dass diese von

allen σ-Strukturen A ∈ FIN(n) (σ) der Gröÿe n unter allen Belegungen erfüllt wird. Die

Notation |=fin ϕ drücke aus, dass ϕ von allen endlichen σ-Strukturen A ∈ FIN (σ) unter

allen Belegungen erfüllt wird.

Falls |=n (ϕ↔ ψ), so heiÿen ϕ und ψ n-äquivalent. Insbesondere bedeutet dies, dass ϕ

und ψ die gleiche Anfrage qϕ(x̄) = qψ(x̄) auf Strukturen der Gröÿe n de�nieren.

3.2 Die Logik erster Stufe

De�nition 3.7. Für eine relationale Signatur σ sind die Syntax und Semantik der Logik

erster Stufe FO [σ] wie folgt de�niert.
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(TV) Für jede Variable x ∈ var ist x ein FO [σ]-Term.

frei (x) = var (x) := {x}

JxK (A, β) := βx

(AR) Für jedes Relationssymbol R/k ∈ σ und jedes k-Tupel von FO [σ]-Termen x̄

ist Rx̄ eine FO [σ]-Formel.

frei (Rx̄) :=
k⋃
i=1

frei (xi) var (Rx̄) :=
k⋃
i=1

var (xi)

JRx̄K (A, β) :=
[
RA
]

(Jx1K (A, β) , · · · , JxkK (A, β))

(AE) Für zwei FO [σ]-Terme x1, x2 ist x1=̇x2 eine FO [σ]-Formel.

frei (x1=̇x2) :=
2⋃
i=1

frei (xi) var (x1=̇x2) :=
2⋃
i=1

var (xi)

Jx=̇yK (A, β) :=

1 falls JxK (A, β) = JyK (A, β)

0 sonst

(N) Für eine FO [σ]-Formel ϕ ist ¬ϕ eine FO [σ]-Formel.

frei (¬ϕ) := frei (ϕ) var (¬ϕ) := var (ϕ)

J¬ϕK (A, β) := 1− JϕK (A, β)

(J) Für k > 2 FO [σ]-Formeln ϕ1, · · · , ϕk und einen Junktor γ ∈ {∧,∨,→,↔}
(mit k = 2 für γ ∈ {→,↔}) ist auch (ϕ1γ · · · γϕk) eine FO [σ]-Formel.

frei (ϕ1γ · · · γϕk) :=

k⋃
i=1

frei (ϕi) var (ϕ1γ · · · γϕk) :=

k⋃
i=1

var (ϕi)
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Jϕ1 ∧ · · · ∧ ϕkK (A, β) := min
16i6k

JϕiK (A, β)

Jϕ1 ∨ · · · ∨ ϕkK (A, β) := max
16i6k

JϕiK (A, β)

Jϕ1 → ϕ2K (A, β) := J¬ϕ1 ∨ ϕ2K (A, β)

Jϕ1 ↔ ϕ2K (A, β) := J(ϕ1 → ϕ2) ∧ (ϕ2 → ϕ1)K (A, β)

(Q) Für einen Quantor Q ∈ {∃, ∀}, eine Variable x ∈ var und eine FO [σ]-Formel

ϕ ist Qxϕ eine FO [σ]-Formel.

frei (Qxϕ) := frei (ϕ) \ {x} var (Qxϕ) := var (ϕ) ∪ {x}

J∃xϕK (A, β) := max
a∈A

(
JϕK

(
A, β\{x} ∪ (x 7→ a)

))
J∀xϕK (A, β) := min

a∈A

(
JϕK

(
A, β\{x} ∪ (x 7→ a)

))
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit gelte für Qxϕ stets x ∈ frei (ϕ), denn

Qxϕ ≡ Qx (x=̇x ∧ ϕ).

Wir kürzen Qx1 · · ·Qxkϕ durch Qx̄ϕ und
∧k
i=1 (xi = yi) durch x̄ = ȳ ab. Im folgenden

werden wir im Allgemeinen Formeln ohne Implikations-Pfeile betrachten.

De�nition 3.8. Eine FO [σ]-Formel sei implikationsfrei wenn sie keine Teilformel der

Form (ϕ→ ψ) oder (ϕ↔ ψ) enthält.

Weil (ϕ→ ψ) ≡ (¬ϕ ∨ ψ) und (ϕ↔ ψ) ≡ (ϕ ∧ ψ)∨ (¬ϕ ∧ ¬ψ), sind alle FO [σ]-Formeln

äquivalent zu implikationsfreien FO [σ]-Formeln. Hierbei entsteht ein fester Zuwachs in

der Länge der Formel ‖ϕ‖, der die Datenkomplexität unberührt lässt.

De�nition 3.9. Quantorenrang

Der Quantorenrang einer Formel sei die maximale Anzahl der geschachtelten Quantoren:

qr (Rx̄) = qr (x1=̇x2) = 0 qr (ψ1γ · · · γψk) = maxki=1 qr (ψi)

qr (∃xψ) = qr (∀xψ) = qr (ψ) + 1

De�nition 3.10. Zwei σ-Strukturen A und B heiÿen m-äquivalent (A ≡m B, wenn für

alle FO [σ]-Sätze ϕ mit qr (ϕ) 6 m gilt:

A |= ϕ⇐⇒ B |= ϕ
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3.3 Logiken mit Fixpunkt-Erweiterung

3.3 Logiken mit Fixpunkt-Erweiterung

Wir führen eine Erweiterung ein, die es erlaubt, den iterativen Fixpunkt einer selbstref-

erenziellen logischen Formel zu de�nieren.

De�nition 3.11. Eine Logik L erweitert die Logik L′, wenn sie die Syntax und Semantik

von L′ übernimmt, und zusätzliche Produktionen einführt.

Als erstes de�nieren wir einen neuen Typ von Variablen.

De�nition 3.12. Sei var2 die Menge aller Relationsvariablen. Jede solche Variable X ∈
var2 besitzt eine Stelligkeit ar (X) = k ∈ N>1; diese wird auch durch X/k ∈ var2 notiert.

Die Funktionen frei und var, so wie die Belegungen β, werden auf var ] var2 erweitert.

frei (ϕ) , var (ϕ) ⊆ var ] var2

β : frei (ϕ) → A ∪
⋃
k∈N

Ak

βX ⊆ Aar(X) fürX ∈ var2

Wir möchten syntaktisch garantieren, dass die Iteration der Formel eine monoton wach-

sende Relation berechnet. Dafür wird verlangt, dass die selbstreferenzielle Relationsvari-

able nicht negiert vorkommt.

De�nition 3.13. Positivität

Wir de�nieren die (nicht disjunkten) Mengen der X-positiven und X-negativen L [σ]-

Formeln für X ∈ var2 wie folgt:

� Jeder L [σ]-Ausdruck ω mit X /∈ frei (ω) ist sowohl X-positiv als auch X-negativ.

� Für jede X-positive Formel ϕ ist ¬ϕ X-negativ, und umgekehrt.

� Für einen Junktor γ ∈ {∧,∨} und k > 2 X-positive (beziehungsweise X-negative)

Formeln ϕ1, · · · , ϕk ist (ϕ1γ · · · γϕk) ebenfallsX-positiv (beziehungsweiseX-negativ).

� Für einen QuantorQ ∈ {∃,∀}, eine Variable x ∈ var und eineX-positive (beziehungsweise

X-negative) Formel ϕ ist Qxϕ ebenfalls X-positiv (beziehungsweise X-negativ).

Nun de�nieren wir die Fixpunkt-Erweiterung.

De�nition 3.14. Für eine Logik L und eine relationale Signatur σ erweitert LFP (L) [σ]

die Logik L [σ] wie folgt:
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(AV) Für eine Relationsvariable X/k ∈ var2 und ein k-Tupel x̄ von X-positiven

LFP (L) [σ]-Termen ist Xx̄ eine X-positive LFP (L) [σ]-Formel.

frei (Xx̄) := {X} ∪
k⋃
i=1

frei (xi)

var (Xx̄) := {X} ∪
k⋃
i=1

var (xi)

JXx̄K (A, β) := [βX] (βx̄)

mit βX ⊆ Ak,

βx̄ ∈ Ak

(LFP) Für eine Relationsvariable X/k ∈ var2, eine X-positive LFP (L) [σ]-Formel ψ,

ein Tupel x̄ ∈ vark und ein k-Tupel ȳ von X-positiven LFP (L) [σ]-Termen ist

ϕ =
[
lfpX,x̄ψ

]
(ȳ) eine X-positive LFP (L) [σ]-Formel.

frei (ϕ) = frei (ψ) \ {X,x1, · · · , xk} ∪
k⋃
i=1

frei (yi)

var (ϕ) = var (ψ) ∪ {X,x1, · · · , xk} ∪
k⋃
i=1

var (yi)

Für eine Belegung β : frei (ϕ) → A prüft ϕ =
[
lfpX,x̄ψ

]
(ȳ), ob die Belegung

des Tupels ȳ im kleinsten Fixpunkt des Relationssymbols X liegt.

β′ := β|frei(ψ)\{X,x1,··· ,xk}
q[

lfpX,x̄ψ
]

(ȳ)
y

(A, β) := JXȳK
(
A, β ∪

(
X 7→ lfpX,x̄ (ψ)

))
Im folgenden wird eine Berechnung de�niert, die den kleinsten Fixpunkt lfpX,x̄ (ψ)

iterativ bestimmt.

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei {x1, · · · , xk} ⊆ frei (ψ), denn analog zu Def-

inition 3.7 ist ψ ≡ (x̄ = x̄ ∧ ψ). Die nicht durch den Operator gebundenen Variablen

P := frei (ψ) \ {x1, · · · , xk} ⊆ frei (ϕ) heiÿen Parameter der Fixpunkt-Operation.

Für eine Parameter-Belegung β : P → A sei Fβ die folgende Abbildung:

Fβ : 2A
k → 2A

k

Fβ (Y ) :=
{
ā ∈ Ak | A |= ψβ∪(X 7→Y ) [ā]

}
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Das heiÿt: Fβ (Y ) ist das Anfrageergebnis von ϕ auf A unter der Belegung der Parameter

mit β und der Variable X mit der Relation Y .

Aus der X-Positivität folgt nach [11, 19] die Monotonie von Fβ

A ⊆ B ⇒ Fβ (A) ⊆ Fβ (B)

und daher induktiv die Existenz eines Fixpunkts F∞ (∅), der nach höchstens
∣∣Ak∣∣ Schrit-

ten erreicht wird:

∅ ⊆ Fβ (∅) ⊆ · · · ⊆ F∞β (∅) ⊆ Ak

Für jeden anderen Fixpunkt Y ′ gilt ∅ ⊆ Y ′, und per Induktion auch Fn (∅) ⊆ Fn (Y ′) =

Y ′. Daher ist F∞ (∅) = lfpX,x̄ (ψ) der kleinste Fixpunkt.

Im folgenden wird die Logik LFP (FO) durch LFP abgekürzt. Ferner werden wir uns auf

das parameterfreie Fragment der Logik beschränken, was (bis auf einen Zuwachs in der

Anzahl der Variablen und Länge der Formel) die Allgemeinheit nicht einschränkt.

De�nition 3.15. Eine LFP [σ]-Formel ϕ ist parameterfrei, falls der Fixpunkt-Operator

stets alle Variablen bindet - das heiÿt, für jede Teilformel der Form
[
lfpX,x̄ψ

]
(ȳ) gilt:

frei (ψ) ⊆
{
X,x1, · · · , xar(X)

}
Satz 3.16. Jede LFP [σ]-Formel ϕ kann (unter Zuwachs der Länge ‖ϕ‖ und Gröÿe

|var (ϕ)|) in eine parameterfreie LFP [σ]-Formel ϕ′ übersetzt werden.[27, 10, 6]

Beispiel 3.17. Die folgende LFP [E]-Formel ϕ (u, v) ist erfüllt, wenn u und v durch

einen Weg beliebiger Länge verbunden sind:

ϕ (u, v) :=
[
lfpT,(x,y) (∃z (E (x, z) ∧ T (z, y)) ∨ x=̇y)

]
(u, v)

De�nition 3.18. Eine etwas robustere, aber äquivalente, De�nition der Fixpunktlogik

verwendet den in�ationären Fixpunkt-Operator. Anstelle der Positivität einer Formel in

einer Relationsvariable betrachten wir mit
[
ifpX,x̄ψ

]
(ȳ) implizit die Formel

[
lfpX,x̄ (Xx̄ ∨ ψ)

]
(ȳ),

die uns eine in�ationäre Iteration garantiert:

Fβ (Y ) = Y ∪ qβ∪(X→Y )
ψ(x̄) (A) ⊇ Y

In diesem Fall muss ψ nicht mehr X-positiv sein.
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3.4 Logiken mit numerischen Erweiterungen

3.4.1 Disjunkte Orakel

Eine Erweiterung um ein numerisches Orakel fügt einer Logik eine Anzahl von Rela-

tionssymbolen hinzu, die für A ∈ FIN (σ) eine feste Interpretation über einem von A

disjunkten numerischen Universum [0, |A|] erhalten.

De�nition 3.19. η-Orakel, L+ Υ-Logik

Sei η eine relationale Signatur. Ein η-Orakel Υ : N → FIN0
6 (η) ist eine Funktion, die

jeder natürlichen Zahl n eine geordnete (η ] {6})-Struktur Υ (n) über [0, n] zuweist.

Sei σ eine von η ] {6} disjunkte relationale Signatur und L eine Logik (zum Beispiel

FO oder LFP). Für ein η-Orakel Υ ist die Syntax der (L+ Υ) [σ]-Logik die der Logik

L [σ ] η ] {6}].

Für eine endliche σ-Struktur Amit A∩[0, |A|] = ∅ und eine Belegung β : var→ A][0, |A|]
werden (L+ Υ)-Ausdrücke auf der disjunkten Vereinigung von A mit der entsprechenden

Orakelstruktur Υ (|A|) ausgewertet:

JϕK (A, β) := JϕK (A ]Υ (|A|) , β)

Notation 3.20. Nach unserem Begri� der logischen Erweiterung ist die Bezeichnung

LFP (L+ Υ) gleichbedeutend mit LFP (L) + Υ. Im folgenden werden wir allgemein die

erste Bezeichnung verwenden, aber weiterhin LFP (FO) + Υ durch LFP + Υ abkürzen.

De�nition 3.21. Uniformität

Wir nennen ein η-Orakel K-uniform (für eine Komplexitätsklasse K) wenn die Berech-

nung der Repräsentation von Υ (n) bei Eingabe von

n︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1 in K ist.

Insbesondere sei P die Klasse der poly (n)-zeitbeschränkten, und LOGSPACE die Klasse

der O (log n)-platzbeschränkten Turingmaschinen. P/poly sei die Klasse der poly (n)-

zeitbeschränkten Turingmaschinen, die eine poly (n)-beschränkte Orakel-Eingabe erhal-

ten.

Wir de�nieren die folgenden drei numerischen Orakel für die reine Ordnung, für Arith-

metik, und für nicht berechenbare Prädikate.

De�nition 3.22. Sei ORD : N → FIN0
< (∅) ein ∅-Orakel, so dass das für n ∈ N die

geordnete ∅-Struktur gilt:

ORD (n) :=
(
[0, n] ,6|[0,n]

)
∈ FIN

[0,n]
< (∅)
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De�nition 3.23. Sei BIT : N → FIN0
< ({BIT}) ein {BIT}-Orakel, wobei das Prädikat

BIT (a, b) ausdrückt, dass das bte Bit der Binärdarstellung von a den Wert 1 hat.

Nbit :=
(
N,6, BITN

)
BITN :=

{
(a, b) ∈ N2 | a = Σ

dlog ae
i=0 xi2

i, x̄ ∈ {0, 1}dlog ae , xb = 1
}

BIT (n) := (Nbit)|[0,n] ∈ FIN
[0,n]
< ({BIT})

De�nition 3.24. Sei ηarb =
{
RX | X ∈

⋃
k∈N 2N

k
}

eine unendliche Signatur, die für

jede beliebige Relation X ⊆ Nk mit k ∈ N auf den natürlichen Zahlen ein Symbol RX/k

enthält, und sei Narb die ηarb-Struktur über N, die diese Symbole interpretiert. Dann

sei ARB : N → FIN0
< (ηarb) ein ηarb-Orakel, das die endlichen Anfangsstücke dieser

Relationen ausgibt:

Narb :=
(
N,6, (RX 7→ X)RX∈ηarb

)
ARB (n) := (Narb)|[0,n] ∈ FIN

[0,n]
< (ηarb)

Hierbei ist leicht nachweisbar: ORD und BIT sind LOGSPACE-uniform, und ARB ist

P/poly-uniform.

3.4.2 Zähl-Erweiterungen

Wir führen mehrere syntaktische Erweiterungen der Logik FO + Υ ein, die es erlauben,

erfüllende Belegungen einer Variable zu zählen: Den Zählterm #, den Zählquantor ∃=,

und den Majority-Quantor ∃>. Es wird nachgewiesen, dass alle drei Erweiterungen die

gleiche Ausdrucksstärke modulo einem festen Zuwachs der Formellänge haben.

De�nition 3.25. Zählterm # (wie in [1], und Abschnitt 8.4.2 von [7] für Fixpunktlogik)

Der Zählterm ist eine zusätzliche Termproduktion, die die erfüllenden Belegungen einer

Formel zählt.

Sei L eine beliebige Logik, η eine relationale Signatur, und Υ : N → FIN< (η) ein

η-Orakel.

Die (L+ Υ + #)-Logik erweitert die (L+ Υ)-Logik um die folgende Regel:

(TC) Für eine (L+ Υ + #) [σ]-Formel ϕ und eine Variable x ∈ var ist #xϕ ein

(L+ Υ + #) [σ]-Term.

frei (#xϕ) := frei (ϕ) \ {x}

var (#xϕ) := var (ϕ) ∪ {x}
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Auf einer endlichen Struktur A ∈ FIN(n) (σ) mit n ∈ N und einer Belegung

β : frei (ϕ) \ {x} → A ] [0, n]

sei

J#xϕK (A, β) :=
∣∣∣{a ∈ A | A |= ϕβ∪(

x
a)
}∣∣∣

die Anzahl der unterschiedlichen Werte a ∈ A, für die A |= ϕβ∪(
x
a) gilt.

Beispiel. Diese Erweiterung erlaubt die De�nition vieler arithmetischer Operatoren

durch Terme, wie zum Beispiel die positive Di�erenz:

tDIFF (x, y) := #z (¬z 6 x ∧ z 6 y)

JtDIFFK (A, (a, b)) = max (b− a, 0)

De�nition 3.26. Zählquantor ∃= (wie in [24], hier aber mit einem disjunkten nu-

merischen Universum)

Der Zählquantor ist eine zusätzlicher Quantor, der die Zahl der erfüllenden Belegungen

einer Formel mit einer Variable vergleicht.

Sei L eine beliebige Logik, η eine relationale Signatur, und Υ : N → FIN
[0,n]
< (η) ein

η-Orakel.

Die L+ Υ + ∃=-Logik erweitert die L+ Υ-Logik um die folgende Regel:

(QC) Für eine (L+ Υ + ∃=) [σ]-Formel ϕ und zwei Variablen x, y ∈ var ist ∃=yxϕ

eine (L+ Υ + ∃=) [σ]-Formel.

frei (∃=yxϕ) := {y} ∪ (frei (ϕ) \ {x})

var (∃=yxϕ) := var (ϕ) ∪ {x, y}

Auf einer endlichen Struktur A ∈ FIN(n) (σ) mit einer Belegung

β : (frei (ϕ) \ {x}) ∪ {y} → A ∪ [0, n]

gelte:

J∃=yxϕK (A, β) :=

1 falls βy =
{
a ∈ A | A |= ϕβ\{x}∪(

x
a)
}

0 sonst

De�nition 3.27. Majority-Quantor ∃> (wie in [7] Abschnitt 3.4, hier aber mit ∃>x

für x ∈ var anstelle von unendlich vielen Quantoren
(
∃>n

)
n∈N)
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3.4 Logiken mit numerischen Erweiterungen

Der Majority-Quantor funktioniert wie der Zählquantor und prüft, ob die Zahl der erfül-

lenden Belegungen mindestens den Wert einer Variable erreicht.

Sei L eine beliebige Logik, η eine relationale Signatur, und Υ : N → FIN
[0,n]
< (η) ein

η-Orakel.

Die L+ Υ + ∃>-Logik erweitert die L+ Υ-Logik um die folgende Regel:

(QM) Für eine
(
L+ Υ + ∃>

)
[σ]-Formel ϕ und zwei Variablen x, y ∈ var ist ∃>yxϕ

eine
(
L+ Υ + ∃>

)
[σ]-Formel.

frei
(
∃>yxϕ

)
= {y} ∪ (frei (ϕ) \ {x}) var

(
∃>yxϕ

)
= var (ϕ) ∪ {x, y}

Auf einer endlichen Struktur A ∈ FIN(n) (σ) mit einer Belegung

β : (frei (ϕ) \ {x}) ∪ {y} → A ∪ [0, n]

gilt:

q
∃>yxϕ

y
(A, β) :=

1 falls βy ∈ [0, n] , βy 6
{
a ∈ A | A |= ϕβ\{x}∪(

x
a)
}

0 sonst

Satz 3.28. Die Logiken L + Υ + # und L + Υ + ∃= und L + Υ + ∃> sind äquivalent,

modulo eines festen Zuwachses in ‖ϕ‖ und |var (ϕ)|.

Beweis. Jede (L+ Υ + #) [σ]-Formel ϕ ist äquivalent zu einer (L+ Υ + ∃=) [σ]-Formel

ϕ′. Dazu ersetzen wir jede �pseudo-atomare� Teilformel, die einen Zählterm enthält, wie

folgt:

Fall 1. Falls ϕ = y=̇#xψ oder ϕ = #xψ=̇y für x, y ∈ var, so sei ϕ′ := ∃=yxψ′.

Fall 2. Falls ϕ = #x1ψ1=̇#x2ψ2 für x1, x2 ∈ var, so sei y ∈ var\ (frei (ψ1) ∪ frei (ψ2))

eine neue Variable, und

ϕ′ := ∃y
(
∃=yx1ψ

′
1 ∧ ∃=yx2ψ

′
2

)
Fall 3. Falls ϕ = Rx̄ für R/k ∈ σ ∪ η ∪ {6} und ein k-Tupel von (L+ Υ + #) [σ]-

Termen x̄, so sei ȳ ∈
(
var\

⋃k
i=1 frei (xi)

)k
ein Tupel von neuen Variablen,
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und:

χi :=

∃=yiziψ
′
i fallsxi = #ziψi

yi = xi sonst

ϕ′ := ∃ȳ

(
Rȳ ∧

k∧
i=1

χi

)

Jede (L+ Υ + ∃=) [σ]-Formel ϕ ist äquivalent zu einer
(
L+ Υ + ∃>

)
[σ]-Formel ϕ′:

Fall 1. Falls ϕ = ∃=yxψ, so sei ψ′ eine zu ψ äquivalente
(
L+ Υ + ∃>

)
[σ]-Formel,

z ∈ var\frei (ψ) eine neue Variable, und:

ϕ′ := ∀z
(
∃>zxψ′ ↔ (z 6 y)

)
Die Formel ∃=yxψ ist mit β (y) ∈ [0, n] erfüllt, genau dann wenn gilt: Die

Formel ∃>zxψ ist für alle β (z) ∈ [0, n] erfüllt, genau dann wenn β (z) 6 β (y).

Schlieÿlich ist jede
(
L+ Υ + ∃>

)
[σ]-Formel ϕ äquivalent zu einer (L+ Υ + #) [σ]-Formel

ϕ′:

Fall 1. Falls ϕ = ∃>yxψ, so sei ψ′ eine
(
L+ Υ + ∃>

)
[σ]-Formel mit ψ ≡ ψ′, und:

ϕ′ := y 6 #xψ

Notation 3.29. Im folgenden wird mit L + Υ + C stets eine dieser äquivalenten Zähl-

Logiken bezeichnet. Die Logik L+ ORD + C bezeichnen wir kurz als L+ C.

Beispiel 3.30. Die Logik FO + C kann ausdrücken, dass die σ-Struktur eine gerade

Gröÿe hat. Bekanntlich ist diese σ-Eigenschaft weder durch FO auf geordneten, noch

LFP auf ungeordneten Strukturen de�nierbar[7, 19]:

ϕEVEN := ∃y (y = #z (¬z 6 y ∧ z 6 #z z = z))

3.4.3 Nicht-disjunkte Orakel

Eine alternative Erweiterung de�niert über einer Struktur A eine beliebige Bijektion

π : [1, n] � A und interpretiert dann die numerischen Prädikate R/k ∈ η über dem

Universum der Struktur selbst. Diese Erweiterung bezeichnen wir (in Anlehnung an die
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3.4 Logiken mit numerischen Erweiterungen

disjunkte Erweiterung L + Υ, und die Konkatenation A ⊕ B von Strukturen mit dem

gleichen Universum) mit L ⊕Υ.

De�nition 3.31. L ⊕Υ-Logik

Für eine relationale Signatur η, ein η-Orakel Υ : N → FIN1
< (η), eine von η disjunkte

relationale Signatur σ und eine Logik L [σ] sei die Syntax von L⊕Υ [σ] gleich der Syntax

von L [σ ] η ] {6}].

Für A ∈ FIN (σ) mit n = |A| sei π : [1, n] � A eine beliebige Bijektion. Sei Aπ ∈
FIN (σ ] η) de�niert durch:

Aπ := A⊕ πΥ (n)

=
(
A,
(
RA
)
R∈σ

,
(
πRΥ(n)

))
Eine k-stellige L⊕Υ [σ]-Formel ϕ heiÿe invariant, wenn für jede Struktur A ∈ FIN (σ),

jedes Paar von Bijektionen π, π′ ∈ Bij ([1, |A|] , A) und jedes Tupel ā ∈ Ak gilt:

Aπ |= ϕ [ā] ⇐⇒ Aπ′ |= ϕ [ā]

Wir bezeichnen mit inv (L ⊕Υ) [σ] die Sprache der invarianten Formeln der (L ⊕Υ) [σ]-

Logik.

Notation 3.32. Die Logik inv (FO⊕ARB) mit dem Orakel ARB (n) := (Narb)[1,n]

(mit Narb und ηarb wie in De�nition 3.24) bezeichnen wir auch als die �arb-invariante

FO (ARB)-Logik� in Anlehnung an [25, 3].

Es ist zu beachten, dass die hier betrachteten Orakel-Strukturen das Universum [1, n]

haben, und nicht [0, n]. Dies schlieÿt unter anderem die Zählterm-Erweiterung L⊕Υ+#

aus, weil ein Zählterm nicht den Wert 0 erhalten kann und seine Auswertung nicht

vollständig de�niert ist. Die Zählquantor-Erweiterungen L ⊕ Υ + ∃= und L ⊕ Υ + ∃>

haben dieses Problem nicht.

Nach dem Satz von Trakhtenbrot ist die endlichen Erfüllbarkeit von FO [6] unentscheid-

bar, und daher auch die Invarianz und die Sprache inv (FO⊕ARB) [σ] in FO⊕ARB [σ].[8,

19, 25]
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4 Schaltkreise

4.1 Grundlagen der Schaltkreise

De�nition 4.1. Boolesche Basis:

Eine boolesche Basis B besteht aus beliebigen über Permutation der Eingabe abgeschlosse-

nen Relationen φ′ ⊆ {0, 1}∗. Wir de�nieren dafür der Einfachheit halber die Relation

φ ⊆ N2 mit φ :=
{

(i, j) ∈ N2 | 0i1j ∈ φ′
}
. Als Beispiel seien die folgenden booleschen

Junktoren gegeben:

AND := {0} × N

OR := N× (N\ {0})

MAJ := {(m,n) ∈ N× N | m 6 n}

XOR := N× (N\2N)

NOR := N× {0}

NAND := (N\ {0})× N

Im folgenden stehe Bstd := {AND, OR} für die Basis mit boolescher Konjunktion und

Disjunktion, und Bmaj := Bstd ∪ {MAJ} für die Basis mit Konjunktion, Disjunktion und

Majority. Zu beachten ist, dass wir NOT nicht in die boolesche Basis aufnehmen, da es als

unärer Operator ein Spezialfall ist.)

De�nition 4.2. Schaltkreis

Sei B eine boolesche Basis und σ eine relationale Signatur. Ein (σ,B)-Schaltkreis C :=

(G,W,Σ,Ω, U) mit der Stelligkeit k := ar (C) besteht aus den folgenden Komponenten:

1. Ein azyklischer Graph mit den Knoten G (�Gates�) und den Kanten W ⊆ G×G.

2. eine Gate-Markierung Σ

Σ : G → B

∪ {0,1, NOT}

∪
{
Rt̄ | R ∈ σ, t̄ ∈ Uar(R)

}
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4 Schaltkreise

3. eine Ausgabefunktion1 Ω : Uk → G (bei k = 0 ist Ω (〈〉) ∈ G ein einziges Output-

Gate, und wird mit Ω = Ω (〈〉) abgekürzt) und

4. ein Universum U (üblicherweise U = [1, n]).

Hierbei haben alle mit φ ∈ B markierten Gates mindestens einen2 Vorgänger, alle mit

Rx̄, 0 oder 1 markierten Gates keinen Vorgänger, und alle mit NOT markierten Gates

genau einen Vorgänger.

Die mit 0 oder 1 markierten Gates heiÿen Konstanten, die mit Rx̄ markierten Gates

heiÿen Inputs, und die Gates im Bild von Ω heiÿen Outputs.

De�nition 4.3. Formal de�nieren wir den k-stelligen (σ,B)-Schaltkreis C = (G,W,Σ,Ω, U)

als eine relationale τσ,B,k-Struktur über dem Universum G ] U , wobei gilt:

τσ,B,k :=
{
W/2, (Σs/1)s∈B]{0,1,NOT} , (ΣR/1 + k)R/k∈σ ,Ω/k + 1

}
W C := W

ΣCs := {g ∈ G | Σ (g) = s} für s ∈ B ] {0,1, NOT}

ΣCR := {gt̄ | Σ (g) = Rt̄} fürR ∈ σ

ΩC := {t̄g | Ω (t̄) = g}

De�nition 4.4. Auswertung von Schaltkreisen

Der (σ,B)-Schaltkreis C = (G,W,Σ,Ω, U) wird auf einer σ-Struktur A ∈ FINU (σ)

ausgewertet. Die Auswertung ist eine Abbildung C [A] : G → {0, 1}, die jedem Gate

g ∈ G den Wert 0 oder 1 zuweist, und ist rekursiv wie folgt de�niert:

Fall 1. Für Σ (g) = Rt̄ gilt

C [A] (g) :=
[
RA
]
t̄

Fall 2. Für Σ (g) ∈ {0,1} gilt

C [A] (g) :=

1 falls Σ (v) = 1

0 sonst

Fall 3. Für Σ (g) = NOT und (h, g) ∈W gilt

C [A] (g) := 1− C [A] (h)

1In Anderson und Dawar 2014[1] wird zusätzlich die Injektivität von Ω verlangt; hier können aber
mehrere Tupel dem gleichen Output-Gate zugeteilt werden.

2Alle hier betrachteten Schaltkreise haben einen unbeschränkten Fan-In.
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4.1 Grundlagen der Schaltkreise

Fall 4. Für Σ (g) = φ ∈ B gilt:

j1 :=
∑

(h,g)∈W

C [A] (h)

j0 := |{h | (h, g) ∈W}| − j1

C [A] (g) := [φ] (j0, j1)

Für einen k-stelligen Schaltkreis C und ein Tupel t̄ ∈ Uk sei die Ausgabe von C der Wert

des Outputs Ω (t̄):

JCK (A, t̄) := C [A] (Ω (t̄))

Ferner sei qC : FINU (σ)→ Uk die Abbildung einer Struktur auf die Relation der Tupel,

für die C den Wert 1 ausgibt.

qC (A) :=
{
t̄ ∈ Uk | JCK (A, t̄) = 1

}
Beispiel. Sei C4 = (G,W,Σ,Ω, [4]) (siehe Abbildung 4.1) ein 1-stelliger ({E} ,Bstd)-

Schaltkreis, der alle Knoten eines gerichteten Graphen �ndet, die Teil eines einfachen

Kreises der Länge 2 sind.

G := {gi,j | i, j ∈ [4] , i 6= j}

∪
{
g{i,j} | {i, j} ⊆ [4] , i 6= j

}
∪ {gi | i ∈ [4]}

E :=
{(
gi,j , g{i,j}

)
| i, j ∈ [4] , i 6= j

}
∪

{(
g{i,j}, gi

)
| i, j ∈ [4] , i 6= j

}

Σ (g) =


E i j für g = gi,j

AND für g = g{i,j}

OR für g = gi

Ω (i) := gi
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E12 E21 E13 E31 E14 E41 E23 E32 E24 E42 E34 E43
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∨

Ω (2)

∨

Ω (1)

∨

Ω (3)

∨

Ω (4)

Abbildung 4.1: Schaltkreis C4

4.2 Eigenschaften von Schaltkreisen

De�nition 4.5. Gröÿe und Tiefe

Die Gröÿe |C| eines Schaltkreises C = (G,W,Σ,Ω, U) sei die Anzahl seiner Gates, |G|.
Die Tiefe T (C) sei die maximale Länge eines Wegs durch den Graphen (G,W ).

De�nition 4.6. Invarianz

Ein (σ,B)-Schaltkreis C mit dem Universum U heiÿe invariant, wenn für alle A ∈
FINU (σ), alle t̄ ∈ Uar(C), und jede Permutation π ∈ SymU gilt:

JCK (πA, πt̄) = JCK (A, t̄)

In diesem Fall de�nieren wir für jede Struktur A ∈ FIN(|U |) (σ) und ā ∈ Aar(C) die

Auswertung von C implizit als die Auswertung auf πA ∈ FINU (σ) mit einer beliebigen

Bijektion π : A� U :

JCK (A, ā) := JCK (πA, πā)

De�nition 4.7. Symmetrie

Für einen Schaltkreis C = (G,W,Σ,Ω, U), eine Permutation π ∈ SymU und einen Auto-

morphismus ρ ∈ AutC mit ρ|U = π nennen wir ρ von π induziert. (Nach den formalen

De�nitionen 4.3 und 2.12 ist ρ ∈ AutC ⊆ SymG]U eine Permutation des Universums von

C.) Wir können aus der formalen De�nition des Schaltkreises als τσ,B,k-Struktur ableiten,

dass ein von π induzierter Automorphismus ρ die folgenden Bedingungen erfüllt:
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4.2 Eigenschaften von Schaltkreisen

1. Die Kanten sind isomorph: ρW = W .

2. Für alle Inputs g mit Σ (g) = Rx̄ gilt Σ (ρg) = R x̄′, mit x̄′ = πx̄.

3. Für alle übrigen Gates gilt Σ (ρg) = Σ (g).

4. Für jedes Tupel t̄ ∈ Uk gilt ρΩ (x̄) = Ω (πt̄).

Ein Schaltkreis heiÿe symmetrisch, genau dann wenn jede Permutation des Universums

π ∈ SymU einen Automorphismus π̂ ∈ AutC des Schaltkreises induziert. (In Zukunft

betrachten wir der Einfachheit halber nur den Teil π̂|G, der die Gates des Schaltkreises

permutiert, da der Rest des Automorphismus π̂ = π̂|G ] π lediglich die Permutation π

ist.)

Satz 4.8. Symmetrie ist eine hinreichende, aber nicht notwendige, Bedingung für die

Invarianz eines Schaltkreises.

Beweis. Sei C ein symmetrischer k-stelliger (σ,B)-Schaltkreis über U , und A ∈ FINU (σ).

Sei π ∈ SymU eine beliebige Permutation, und sei t̄ ∈ Uk ein beliebiges Tupel. Es ist zu

zeigen, dass:

JCK (A, t̄) = JCK (πA, πt̄)

Wegen der Symmetrie induziert π einen Automorphismus π̂ auf C:

π̂ (W ) = W

Σ (π̂g) =

Rπx̄ für Σ (g) = Rx̄

Σ (g) sonst

Ω (πx̄) = π̂Ω (x̄) für alle x̄ ∈ Uar(C)

Per Induktion über die Tiefe3 T (g) des Gates g wird gezeigt:

C [A] (g) = C [πA] (π̂g) für alle g ∈ G

Induktionsanfang T (g) = 0: Sei g ∈ G ein Input mit Σ (g) = Rx̄. Per De�nition von τ

und τ̂ gilt:

Σ (π̂g) = Rπx̄

πx̄ ∈ πRA ⇐⇒ x̄ ∈ π2R
A

3Die Tiefe T : G → N sei die maximale Länge eines Weges von einer Quelle zum Gate g.
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4 Schaltkreise

Es folgt:

C [πA] (π̂g) =
[
πRA

]
(πx̄)

=
[
RA
]

(x̄)

= C [A] (g)

(Falls Σ (g) ∈ {0,1}, folgt die Behauptung direkt aus Σ (π̂g) = Σ (g).)

Induktionsschritt n 7→ n+ 1:

Annahme: Für alle Gates g ∈ G mit Tiefe T (g) 6 n gilt C [πA] (π̂g) = C [A] (g).

So gilt für jedes Gatter g′ ∈ G mit T (g′) = n+ 1:

1. Die Beschriftungen Σ (π̂g′) = Σ (g′) = φ sind gleich.

2. C [πA] (π̂g) = C [A] (g) für alle (g, g′) ∈W .

Es folgt C [πA] (π̂g′) = C [A] (g′).

Schlieÿlich gilt für jedes Tupel t̄ ∈ Uar(C):

JCK (πA, πt̄) = C [πA] (Ω (πt̄))

= C [πA] (π̂Ω (t̄))

= C [A] (Ω (t̄)) = JCK (A, t̄)

Damit ist der Schaltkreis invariant.

Um die Umkehrrichtung zu widerlegen, wird als Gegenbeispiel der folgende 0-stellige

Schaltkreis C2 (siehe Abbildung 4.2) über U = {1, 2} angeführt:

C := (G,W,Σ,Ω, U)

G := {gi,j | i, j ∈ U} ∪
{
g∧, g

′
∧
}

W :=
{

(g1,1, g∧) , (g1,2, g∧) ,
(
g2,1, g

′
∧
)
,
(
g2,2, g

′
∧
)
,
(
g∧, g

′
∧
)}

Σ (g) := AND

Ω := g′∧
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∧

Ω

∧

E12 E11

E22 E21

Abbildung 4.2: Schaltkreis C2

Der Schaltkreis ist invariant, und akzeptiert alle vollständigen K2-Graphen. Er ist aber

nicht symmetrisch: Die Permutation

(
1 2

2 1

)
induziert keinen Automorphismus.

De�nition 4.9. Rigidität

Ein Schaltkreis C = (G,W,Σ,Ω, U) sei rigide, wenn er keine redundanten Gates besitzt.

Formal dürfen nicht g, g′ ∈ G existieren, so dass:

Σ (g) = Σ
(
g′
)

{u ∈ G | (u, g) ∈W} =
{
u ∈ G |

(
u, g′

)
∈W

}
Insbesondere heiÿt dies, das der Schaltkreis höchstens zwei Konstanten g0, g1 mit Σ (g0) =

0 und Σ (g1) = 1 enthält, und jede Input-Beschriftung Σ (g) = Rx̄ nur einmal vorkommt.

Die Rigidität ist hier analog zu der Arbeit von Anderson und Dawar[1] de�niert, ver-

langt aber zusätzlich, dass zwei Gates nicht nur durch die (hier nicht injektive) Output-

Markierung Ω unterschieden werden. Diese Einschränkung ist strenger, schränkt aber die

De�nition nicht bedeutend ein:

Für zwei Gates g, g′ ∈ G mit den gleichen Vorgängern, der gleichen Markierung Σ (g) =

Σ (g′) und Ω−1 (g) 6= Ω−1 (g′) erlaubt die nicht-injektive De�nition von Ω, dass g′ entfernt

wird und für alle t̄ ∈ Ω−1 (g′) stattdessen Ω (t̄) := g gesetzt wird.

4.3 Eigenschaften von Schaltkreisfamilien

De�nition 4.10. Eine (σ,B)-Schaltkreisfamilie C̄ = (Cn)n∈N sei eine Sequenz von

invarianten Schaltkreisen Cn = (Gn,Wn,Σn,Ωn, Un) mit der gleichen Stelligkeit ar (Cn) =
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4 Schaltkreise

k und den Universen Un = [1, n].

Die von der Schaltkreisfamilie berechnete σ-Anfrage qC̄ sei wie folgt:

qC̄ (A) := qC|A| (A)

De�nition 4.11. Für eine Komplexitätsklasse K sei eine Schaltkreisfamilie C̄ K-uniform,

wenn die Berechnung einer Repräsentation von Cn bei Eingabe des Worts

n︷ ︸︸ ︷
1 · · · 1 in K ist.

De�nition 4.12. Beschränkte Gröÿe

Für eine Funktion f : N→ N habe eine Schaltkreisfamilie C̄ f -Gröÿe, wenn für ein n0 ∈
N und alle n > n0 gilt, dass |Cn| 6 f (n). Für eine Klasse von Funktionen F ⊆ Abb (N,N)

mit f ∈ F habe C̄ F-Gröÿe.

Insbesondere sei poly (n) = nO(1) die Klasse aller polynomiell beschränkten Funktionen.

Bemerkung. Statt �poly (n)-groÿ� wird in [1] der Begri� �P/poly-uniform� verwendet:

Eine P/poly-Turingmaschine arbeitet in Polynomialzeit und erhält für eine Eingabe

der Länge n eine polynomiell beschränkte Orakel-Eingabe Υ (n) ∈ {0, 1}f(n), f (n) ∈
poly (n). Unter Voraussetzung einer geeigneten Kodierung kann Υ (n) jede poly (n)-groÿe

Schaltkreisfamilie repräsentieren[4]. Daher sind die Begri�e �poly (n)-groÿ� und �P/poly-

uniform� äquivalent.

De�nition 4.13. Beschränkte Tiefe

Für eine Funktion f : N→ N habe eine Schaltkreisfamilie C̄ f -Tiefe, wenn T (Cn) 6 f (n)

für ein n0 ∈ N und alle n > n0. Für eine Klasse F ⊆ Abb (N,N) sei der Begri� �F-tief�
analog zu �F-groÿ� de�niert.

De�nition 4.14. Benennung von Schaltkreisklassen

Sei σ eine beliebige relationale Signatur.

� Mit SBC [σ] bezeichnen wir die Klasse der Anfragen, die von einer symmetrischen

(σ,Bstd)-Schaltkreisfamilie beschrieben werden.

� (SBC + MAJ) [σ] sei die Klasse der Anfragen, die von einer symmetrischen (σ,Bmaj)-

Schaltkreisfamilie beschrieben werden. (Zur Erinnerung: Bmaj = Bstd]{MAJ}, wobei
MAJ der Majority-Operator ist.)

Für eine Komplexitätsklasse K bezeichne SBCK (beziehungsweise (SBC + MAJ)K die

Klasse der Anfragen, die von einer entsprechendenK-uniformen Schaltkreisfamilie beschrieben

werden.
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Für jede dieser Klassen schreiben wir �SAC0� anstelle von �SBC�, um die Klasse auf

Schaltkreisfamilien mit konstanter Tiefe und poly (n)-Gröÿe zu beschränken.
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

5.1 Logik erster Stufe

Wir weisen zunächst nach, dass die Logik der ersten Stufe durch symmetrische, LOGSPACE-

uniforme Schaltkreisfamilien konstanter Tiefe beschrieben wird.

FO ⊆
(
SAC0

)LOGSPACE

Lemma 5.1. Jede FO [σ]-Formel ϕ (x̄) de�niert eine σ-Anfrage q, die von einer sym-

metrischen LOGSPACE-uniformen Schaltkreis-Familie C̄ϕ mit ‖ϕ‖-Tiefe und ‖ϕ‖nMF(ϕ)-

Gröÿe berechnet wird.

Beweis. Sei σ eine relationale Signatur, und sei ϕ (x̄) eine k-stellige FO [σ]-Formel.

Per induktiver Konstruktion über den Aufbau von ϕ wird der k-stellige Schaltkreis Cϕn
über dem Universum U := [1, n] de�niert, so dass JϕK (A, t̄)⇔ JCϕn K (A, t̄) für alle n ∈ N,
A ∈ FIN[1,n] (σ) und t̄ ∈ [1, n]k gilt. Für eine beliebige Permutation π ∈ SymU wird ein

Automorphismus π̂ angegeben, und damit die Symmetrie nachgewiesen.

Fall 1. Falls ϕ (x̄) = Rȳ für R/m ∈ σ und ȳ ∈ frei (ϕ)m, so besteht Cϕn aus nk Gates.

Schaltkreis:

Cϕn :=
({
gt̄ | t̄ ∈ Uk

}
, ∅,Σ,Ω, U

)
Für jedes Tupel t̄ ∈ Uk sei βt̄ := (x̄ 7→ t̄) die Belegung der Variablen x̄ mit

t̄:

Σ (gt̄) := Rβt̄ (ȳ)

Ω (t̄) := gt̄

Korrektheit:

JRx̄K (A, t̄) =
[
RA
]

(βt̄ȳ) = Cϕn [A] (gt̄) = JCϕn K (A, t̄)
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Symmetrie: Sei π̂gt̄ := gπt̄ für alle Tupel t̄ ∈ Uk. Per De�nition ist πβt̄ (ȳ) =

βπt̄ (ȳ) und daher

Σ (π̂gt̄) = πΣ (gt̄)

Ω (πt̄) = π̂Ω (t̄)

Gröÿe: Der Schaltkreis hat die Tiefe 0 und die Gröÿe nk = nMF(ϕ).

Fall 2. Falls ϕ (x̄) = y1=̇y2, so besteht Cϕn aus nk isolierten Gates (hier ist k ∈ {1, 2}).

Schaltkreis:

Cϕn :=
({
gt̄ | t̄ ∈ Uk

}
, ∅,Σ,Ω, U

)
Für jedes Tupel t̄ ∈ Uk sei βt̄ := (x̄ 7→ t̄) die entsprechende Belegung:

Σ (gt̄) :=

1 falls β (y1) = β (y2)

0 sonst

Ω (t̄) := gt̄

Korrektheit:

Jy1=̇y2K (A, t̄) = 1 ⇔ (βt̄y1 = βt̄y2)

⇔ Cϕn [A] (gt̄) = 1

⇔ JCϕn K (A, t̄) = 1

Symmetrie: Sei π̂ (gt̄) := gπt̄. Es gilt βt̄ (x) = βt̄ (x′) genau dann wenn βπt̄ (x) =

βπt̄ (x), und daher ist Σ (π̂gt̄) = Σ (gπt̄).

Gröÿe: Der Schaltkreis hat die Tiefe 0 und die Gröÿe nk = nMF(ϕ).

Fall 3. Falls ϕ (x̄) = ϕ1 (ȳ1) ∧ · · · ∧ ϕm (ȳm) mit ar (ϕi) = ki, so besteht Cϕn aus der

disjunkten Vereinigung aller Cϕin für 1 6 i 6 m mit der folgenden Erweiterung.

Schaltkreis:

Cϕin = (Gi,Wi,Σi,Ωi, U)

Cϕn := (G,W,Σ,Ω, U)
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5.1 Logik erster Stufe

Es werden neue Outputs für jedes k-Tupel aus U hinzugefügt:

G :=

m⊎
i=1

Gi ]
{
gt̄ | t̄ ∈ Uk

}
Die Outputs werden entsprechend mit denen von Cϕin verknüpft, wobei

ρi : Uk → Uki ein k-Tupel t̄ wie folgt auf die in ϕi frei vorkommenden

Variablen reduziere:

Sei j̄ ∈ [1, k]ki

so dass ȳi =
(
x(j1), · · · , x(jki)

)

dann ρi (t1, · · · , tk) :=
(
t(j1), · · · , t(jki)

)

W :=
m⋃
i=1

Wi ∪WAND

WAND :=
{

(Ωi (ρit̄) , gt̄) | 1 6 i 6 m, t̄ ∈ Uk
}

Die Gates werden entsprechend beschriftet:

Σ (g) :=

Σi (g) für g ∈ Gi
AND sonst

Ω (t̄) := gt̄ für alle t̄ ∈ Uk

Korrektheit: Es gilt für t̄ ∈ Uk:

Jϕ1 ∧ · · · ∧ ϕmK (A, t̄) = min
16i6m

JϕiK (A, t̄)

= min
16i6m

Cϕin [A] (Ωi (ρit̄))

= Cϕn [A] (gt̄)

Symmetrie: Es existieren bereits die Automorphismen π̂i für jeden Schaltkreis

Cϕin . Der Automorphismus π̂ erweitert diese wie folgt:

π̂ (g) :=

π̂i (g) für g ∈ Gi
gπt̄ für g = gt̄
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Für die Gates und Kanten der Schaltkreise Cϕin ist π̂ per Annahme bereits

korrekt.

1. Für jede neue Kante (Ωi (ρit̄) , gt̄) ∈WAND gilt nach Voraussetzung:

(π̂Ωi (ρit̄) , π̂gt̄) = (π̂iΩi (ρit̄) , π̂gt̄)

= (Ωi (ρiπt̄) , gπt̄)

∈ WAND

(Die Reduktion ρi : Uk → Uki ist ein Homomorphismus und kommu-

tiert mit der Permutation π.)

2. Es gilt Σ (π̂gt̄) = Σ (gt̄) = AND.

3. Es gilt π̂Ω (t̄) = π̂gt̄ = gπt̄ = Ω (πt̄).

Gröÿe: Der Schaltkreis hat die Tiefe T (Cϕn ) und die Gröÿe |Cϕn |:

T (Cϕn ) = 1 +
m

max
i=1

T
(
Cψin
)

Ann.
6 1 +

m
max
i=1
‖ψi‖

6 1 +

m∑
i=1

‖ψi‖ 6 ‖ϕ‖

|Cϕn | = nk +

m∑
i=1

∣∣∣Cψin ∣∣∣
Ann.
6 nk +

m∑
i=1

‖ψi‖nMF(ψi)

6 nMF(ϕ) +

m∑
i=1

‖ψi‖nMF(ϕ)

6 nMF(ϕ)

(
1 +

m∑
i=1

‖ψi‖

)
6 nMF(ϕ) ‖ϕ‖

Fall 4. Falls ϕ (x̄) = ϕ1∨· · ·∨ϕ`, so ist der Schaltkreis analog zu Fall 3 mit Σ (gt̄) = OR.

Fall 5. Falls ϕ (x̄) = ¬ψ, so wird der Schaltkreis Cψn wie folgt erweitert:
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5.1 Logik erster Stufe

Schaltkreis:

Cψn =
(
G′,W ′,Σ′,Ω′, U

)
Cϕn := (G,W,Σ,Ω, U)

Für jedes Tupel t̄ ∈ Uk wird ein neues Gate gt̄ eingefügt. Die Gates werden
mit den Outputs von Cϕ

′
n verknüpft.

G := G′ ]
{
gt̄ | t̄ ∈ Uk

}
W := W ′ ∪WNOT

WNOT :=
{(

Ω′ (t̄) , gt̄
)
| t̄ ∈ Uk

}
Σ (g) :=

Σ′ (g) falls g ∈ G′

NOT sonst

Ω (t̄) := gt̄

Korrektheit:

J¬ψK (A, t̄) = 1− JψK (A, t̄)

= 1− Cψn [A]
(
Ω′ (t̄)

)
= Cϕn [A] (gt̄)

Symmetrie: Es existiert bereits der Automorphismus π̂′. Dieser wird wie folgt

erweitert:

π̂ (g) :=

π̂′ (g) falls g ∈ G′

gπt̄ falls g = gt̄

Dann gilt:

π̂WNOT =
{(
π̂Ω′ (t̄) , π̂gt̄

)
| t̄ ∈ Uk

}
=

{(
Ω′ (πt̄) , gπt̄

)
| t̄ ∈ Uk

}
= WNOT

Σ (π̂gt̄) = Σ (gt̄) = NOT

Gröÿe: Der Schaltkreis hat die Tiefe T (Cϕn ) und die Gröÿe |Cϕn |:

T (Cϕn ) = 1 + T
(
Cψn
)

6 1 + ‖ψ‖ 6 ‖ϕ‖
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

|Cϕn | = nk +
∣∣∣Cψn ∣∣∣

Ann.
6 nk + ‖ψ‖nMF(ψ)

6 nMF(ϕ) + ‖ψ‖nMF(ϕ)

6 ‖ϕ‖nMF(ϕ)

Fall 6. Falls ϕ (x̄) = ∃y1 · · · ∃ymψ (z1, · · · , zk+m), so wird der Schaltkreis Cϕ
′

n wie folgt

erweitert:

Schaltkreis:

Cϕn := (G,W,Σ,Ω, U)

Cϕ′n :=
(
G′,W ′,Σ′,Ω′, U

)
Sei ρ : Uk+m → Uk die Abbildung, die aus z̄ die gebundenen Variablen ȳ

entferne:

Sei ī ∈ [1, k]k

so dass x̄ =
(
z(i1), · · · , z(ik)

)
dann ρ (t1, · · · , tk) :=

(
t(i1), · · · , t(ik)

)
Es werden neue Outputs eingefügt.

G := G′ ]
{
gt̄ | t̄ ∈ Uk

}
Jedes Gate Ω′ (ū) mit ū ∈ Uk+m wird mit dem Gate gρū verknüpft.

W := W ′ ∪W∃
W∃ :=

{(
Ω′ (ū) , gρū

)
| ū ∈ Uk+m

}
Die neuen Outputs werden mit OR markiert.

Σ (g) :=

Σ′ (g) für g ∈ G′

OR sonst

Ω (t̄) := gt̄
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5.1 Logik erster Stufe

Korrektheit: Für t̄ ∈ Uk gilt:

JϕK (A, t̄) = max
ū∈Uk+m
ρū=t̄

JψK (A, ū) = 1

= max
ū∈Uk+m
ρū=t̄

(
Cϕn [A]

(
Ω′ (ū)

))
= Cϕn [A] (gt̄)

Symmetrie: Es existiert bereits der Automorphismus π̂′. Dieser wird wie folgt

erweitert:

π̂ (g) :=

π̂′ (g) für g ∈ G′

gπt̄ für g = gt̄

Auf den Gates von Cϕ
′

n ist π̂ per Annahme treu zu π.

1. Für die neuen Kanten (Ω′ (ū) , gρū) ∈W gilt:

(
π̂Ω′ (ū) , π̂gρū

)
=
(
Ω′ (πū) , gρπū

)
∈W

2. π̂Σ (gt̄) = Σ (gt̄) = OR.

3. Ω (πt̄) = gπt̄ = π̂gt̄ = π̂Ω (t̄).

Gröÿe: Der Schaltkreis hat die Tiefe T (Cϕn ) und die Gröÿe |Cϕn |:

T (Cϕn ) = 1 + T
(
Cψn
)

6 1 + ‖ψ‖ 6 ‖ϕ‖

|Cϕn | = nk +
∣∣∣Cψn ∣∣∣

Ann.
6 nk + ‖ψ‖nMF(ψ)

6 nMF(ϕ) + ‖ψ‖nMF(ϕ)

6 ‖ϕ‖nMF(ϕ)

Fall 7. Falls ϕ (x̄) = ∀y1 · · · ∀ymψ (z̄), so sei der Schaltkreis analog zu Fall 8 mit

Σ (gt̄) := AND.

Speicherplatz Die beschriebene Konstruktion wird von dem ‖ϕ‖ |var (ϕ)| log n-platzbeschränkten

Algorithmus 5.1 berechnet.
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Algorithmus 5.1 Berechnung von Cϕn für FO [σ]-Formeln.

Berechne(ϕ (x̄)):

Für jedes t̄ ∈ [1, n]ar(x̄):

Gib Gate gϕ(t̄) und Ωϕ (t̄) := gϕ(t̄) aus.

Gib Σϕ

(
gϕ(t̄)

)
entsprechend der Konstruktion aus.

Für jede direkte Teilformel ψ (ȳ):

Berechne(ψ (ȳ)).

Für jedes t̄ ∈ [1, n]ar(x̄):

Für jedes t̄′ ∈ [1, n]ar(ȳ):

Falls ti = t′j für alle i ∈ [1, ar (x̄)] , j ∈
[1, ar (ȳ)] mit xi = yj:

Verknüpfe Ωψ (t̄′) mit gϕ(t̄).

Jeder Aufruf von Berechne (ϕ (x̄)) iteriert über Variablen t̄ ∈ Uvar(ϕ), die var (ϕ) log n

Bits belegen. Da die maximale Tiefe der Rekursion durch ‖ϕ‖ beschränkt ist, wer-
den insgesamt ‖ϕ‖ |var (ϕ)| log n Bits benötigt.

(Hierbei werden ohne Details eine passende Kodierung der Formel ϕ und ein Algo-

rithmus zur platz-e�zienten Berechnung von frei (ϕ) vorausgesetzt.)

5.2 Disjunkte numerische Erweiterungen

Wir betrachten eine beliebige numerische Erweiterung L+ Υ, und weisen nach, dass eine

Schaltkreis-Konstruktion für L angepasst werden kann, ohne die asymptotische Tiefe und

Gröÿe zu verändern.

Die neue Schaltkreisfamilie ist K-uniform (mit K ⊇ LOGSPACE), wenn sowohl die Kon-

struktion für L als auch das Orakel K-uniform sind.

Lemma 5.2. Sei L eine Logik, B eine boolesche Basis und K ⊇ LOGSPACE eine

Komplexitätsklasse, so dass für jede L [σ]-Formel eine symmetrische K-uniforme (σ,B)-

Schaltkreisfamilie mit t (n)-Tiefe und s (n)-Gröÿe (mit s(n) ∈ poly (n)) existiert, die die

gleiche Anfrage beschreibt.

Sei η eine von σ disjunkte Signatur und Υ ein K-uniformes η-Orakel.

Dann existiert auch für jede (L+ Υ) [σ]-Formel eine ebensolche Schaltkreisfamilie mit

der Tiefe t′ (n) := t (2n+ 1) und der Gröÿe s′ (n) := s (2n+ 1).
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5.2 Disjunkte numerische Erweiterungen

Insbesondere folgt dann aus der Kombination mit Lemma 5.1:

FO + BIT ⊆
(
SAC0

)LOGSPACE

FO + ARB ⊆
(
SAC0

)P/poly

Beweis. Sei ϕ eine (L+ Υ) [σ]-Formel. Für n ∈ N und A ∈ FIN(n) (σ) wird ϕ als

L [σ ] η ] {6}]-Formel auf der disjunkt vereinigten (σ ] η ] {6})-Struktur A ] Υ (n)

ausgewertet, wobei Υ (n) ∈ FIN
[0,n]
< (η) das Universum [0, n] hat.

Der Schaltkreis Cn wird aber auf einer umbenannten σ-Struktur A′ := πA ∈ FIN[1,n] (σ)

mit für π : A � [1, n] ausgewertet. Um A′ disjunkt mit Υ (n) zu vereinigen, werden wir

zuerst das Universum [0, n] durch eine Umbenennung nach [n+ 1, 2n+ 1] �verschieben�:

Υ′ (n) := ρΥ (n)

ρ : [0, n]→ [n+ 1, 2n+ 1]

ρ (i) := i+ n+ 1

Nun betrachten wir die disjunkte Vereinigung (wobei die Prädikate aus η ] {6} nur auf
[n+ 1, 2n+ 1] de�niert sind):

A′ ]Υ′ (n) ∈ FIN[1,2n+1] (σ ] η ] {6})

Weil Υ (n) ∼= Υ′ (n) und A ∼= A′, gilt auch A]Υ (n) ∼= A′]Υ′ (n) (denn der Isomorphismus

ist unter disjunkter Vereinigung abgeschlossen):

JϕK (A ]Υ (n) , β) = JϕK
(
A′ ]Υ′ (n) , β

)
Per Voraussetzung können wir in K einen (σ ] η ] {6} ,B)-Schaltkreis Cϕ2n+1 über U ′ =

[1, 2n+ 1] berechnen. Dieser arbeitet korrekt auf A′ ] Υ′ (n) und hat o�ensichtlich die

geforderte Gröÿe s′ (n) = s (2n+ 1) und Tiefe t′ (n) = t (2n+ 1).

Anschlieÿend konstruieren wir daraus den (σ,B)-Schaltkreis Ċϕn :=
(
G,W, Σ̇, Ω̇, U

)
über

U := [1, n], indem alle Inputs Σ (g) = Rt̄ mit t̄ /∈ U∗ oder R /∈ σ durch Konstanten

Σ̇ (g) ∈ {0,1} ersetzt werden, und die Ausgangsfunktion auf Ω̇ = Ω|U reduziert wird.

Das ist eine einfache Iteration über die Gates G des Schaltkreises, die nur einen Zähler

der Gröÿe log (s′ (n)) ∈ log (poly (n)) = O (log n) benötigt, und somit in LOGSPACE

bleibt.

Fall 1. Für Σ (g) = Rt̄ mit R/k ∈ σ werden die �überschüssigen� Inputs einfach auf 0
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

gesetzt:

Σ̇ (g) :=

Rt̄ falls t̄ ∈ Uk

0 sonst

Fall 2. Für Σ (g) = Rt̄ mit σ/k ∈ η ] {6} wird die numerische Relation RΥ′(n) fest in

den Schaltkreis eingebaut:

Σ̇ (g) :=

1 falls t̄ ∈ RΥ′(n)

0 sonst

Sei nun π ∈ SymU eine beliebige Permutation.

Wir betrachten die Erweiterung π′ := π ∪ id[n+1,2n+1], die die Elemente von Υ′ (n) auf

sich selbst abbildet. O�ensichtlich ist π′ ∈ SymU ′ eine Permutation von U ′ = [1, 2n+ 1].

Aus der Symmetrie des Schaltkreises Cϕ2n+1 bezüglich SymU ′ (siehe Lemma 5.1) folgt die

Existenz eines von π′ induzierten Automorphismus π̂.

Es wird nun nachgewiesen, dass π̂ auch ein von π induzierter Automorphismus in Ċϕn ist.

Dazu müssen nur Σ̇ und Ω̇ betrachtet werden, da der Graph (G,W ) unverändert bleibt.

Ferner betrachten wir nur die nicht-konstanten Inputs von Cϕ2n+1, denn ansonsten bleibt

Σ unverändert.

Fall 1. Für Σ (g) = Rt̄ mit R/k ∈ σ gilt:

Fall i. Falls t̄ ∈ Uk:
Σ̇ (π̂g) = Σ (π̂g) = Rπt̄

Fall ii. Sonst:

Σ̇ (π̂g) = 0 = Σ̇ (g)

Fall 2. Für Σ (g) = Rt̄ mit R/k ∈ η ] {6} gilt:

Fall i. Falls t̄ ∈ RΥ′(n) ⊆ [n+ 1, 2n+ 1]k, dann ist π′t̄ = t̄:

Σ̇ (π̂g) = 1 = Σ̇ (g)

Fall ii. Sonst:

Σ̇ (π̂g) = 0 = Σ̇ (g)
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Auÿerdem gilt ist Uk bezüglich π′ abgeschlossen:

π̂Ω̇ (t̄) = π̂Ω (t̄) = Ω
(
π′t̄
)

= Ω̇
(
π′t̄
)

Damit ist ¯̇Cϕ eine symmetrische,K-uniforme Schaltkreisfamilie mit Tiefe t′ (n) = t (2n+ 1)

und Gröÿe s′ (n) = s (2n+ 1), die q berechnet.

5.3 Logiken mit Zählquantoren

Wir betrachten die Logik L+Υ+C, und weisen nach, dass die Konstruktion von Lemma

5.2 angepasst werden kann, indem Majority-Gates hinzugefügt werden.

Lemma 5.3. Sei L eine Logik, c ∈ N eine Konstante, B eine boolesche Basis und K ⊇
LOGSPACE eine Komplexitätsklasse.

Es gelte die Voraussetzung dass für jede L [σ]-Formel eine symmetrische, K-uniforme

(σ,B)-Schaltkreisfamilie mit ‖ϕ‖nc‖ϕ‖-Tiefe und ‖ϕ‖n‖ϕ‖-Gröÿe existiert, die die gleiche
Anfrage beschreibt.

Sei η eine von σ disjunkte Signatur und Υ ein K-uniformes η-Orakel.

Dann existiert für jede (L+ Υ + C) [σ] eine ebensolche (σ,B ∪ {MAJ})-Schaltkreisfamilie

mit der Tiefe ‖ϕ‖ (2n+ 1) t‖ϕ‖ + ‖ϕ‖ und der Gröÿe ‖ϕ‖ (2n+ 1)‖ϕ‖ + 2n ‖ϕ‖.

Insbesondere folgt aus der Kombination mit Lemma 5.1 und Lemma 5.2 (mit c = 0 und

der Tiefenbeschränkung O (1)):

FO + BIT + C ⊆
(
SAC0 + MAJ

)LOGSPACE

FO + ARB + C ⊆
(
SAC0 + MAJ

)P/poly

Wir werden in diesem Fall konkret mit ∃>-Quantoren arbeiten, denn per Satz 3.28 sind

diese gleich ausdrucksstark mit ∃=-Quantoren und #-Termen.

Beweis. Sei ϕ eine
(
L+ Υ + ∃>

)
[σ]-Formel, und sei n ∈ N die Eingabegröÿe. Wir

gehen analog zu Lemma 5.2 für L+ Υ vor und erzeugen einen (σ ] η ] {6} ,B ∪ {MAJ})-
Schaltkreis über U ′ = [1, 2n+ 1], wobei wir die folgende induktive Konstruktion verwen-

den:

Fall 1. Falls ϕ (x̄) eine (L+ Υ) [σ]-Formel ohne ∃>-Quantor ist, so existiert der (σ ] η ] {6} ,B)-

Schaltkreis Cϕ2n+1 schon per Voraussetzung.
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Fall 2. Falls ϕ (x̄) = ∃>xiyjψ (ȳ) mit x̄ ∈ vark, so nehmen wir an, dass die Behauptung

für ψ gilt.

Sei Cψ2n+1 der symmetrische Schaltkreis für die Formel ψ mit der Tiefe t 6

‖ψ‖ (2n+ 1)c‖ψ‖ + ‖ψ‖ und der Gröÿe s 6 ‖ψ‖ (2n+ 1)‖ψ‖ + 2n ‖ψ‖.

Cψ2n+1 =
(
Gψ,Wψ,Σψ,Ωψ, U

′)
Wir erzeugen den folgenden Schaltkreis Cϕ2n+1:

Cϕ2n+1 :=
(
G,W,Σ,Ω, U ′

)
Es wird für jedes Tupel t̄ ∈ [1, 2n+ 1]k ein neuer Output gt̄ eingefügt; ferner

werden 2n Konstanten eingefügt:

G = Gψ ]
{
gt̄ | t̄ ∈ U ′k

}
] {0j , 1j | 1 6 j 6 n}

W = Wψ ]Wmaj ]Wpad

Die neuen Outputs werden mit MAJ markiert, falls ti (der Wert der Variable

xi) einer der numerischen Werte (im Bereich ρ [0, n] = [n+ 1, 2n+ 1]) ist, und

sonst mit 0.

Σ (0j) = 0, Σ (0j) = 1, Σ (gt̄) =

MAJ falls ti ∈ ρ [0, n]

0 sonst

Ω (t̄) = gt̄

Seien τ1, τ2 : Uk → Uk−1 die folgenden Abbildungen, die den Wert ti aus t̄

beziehungsweise uj aus ū entfernen:

τ1 (t1, · · · , tk) = (t1, · · · ti−1, ti+1, · · · , tk)

τ2 (t1, · · · , tk) = (t1, · · · tj−1, tj+1, · · · , tk)

Es gilt also τ1 (t̄) = τ2 (ū) genau dann wenn t̄ und ū in den gemeinsamen freien

Variablen von ϕ und ψ übereinstimmen. Das Majority-Gate gt̄ soll prüfen,

ob ti 6 ρf (τ1 (t̄)), wobei f : Uk−1 → [0, n] die Anzahl der ψ erfüllenden

Belegungen von yj bei der Belegung der übrigen freien Variablen mit τ1 (t̄) sei:

f (τ1 (t̄)) :=
∣∣∣{uj | ū ∈ qCψ2n+1

(A ] ρΥ (n)) , τ2 (ū) = τ1 (t̄)
}∣∣∣
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5.3 Logiken mit Zählquantoren

Dazu wird jedes Gate gt̄ mit ti ∈ [n+ 1, 2n+ 1] zunächst mit den entsprechen-

den Outputs von Cψ2n+1 verknüpft:

Wmaj =
{

(Ωψ (ū) , gt̄) | t̄, ū ∈ U ′k, τ1 (t̄) = τ2 (ū) , uj ∈ [1, n]
}

Momentan hat es genau n Eingänge (für jeden Wert uj ∈ [1, n]). Daher gibt

es 1 aus, wenn f (t̄) > n
2 . Es soll aber berechnen, ob f (t̄) > ρ−1ti. Dazu fügen

wir die Kanten Wpad ein, um die Eingänge der Majority-Gates mit Konstan-

ten aufzufüllen. Ein Majority-Gate mit k zusätzlichen 0-Eingängen entscheidet

f (t̄) > n+k
2 , eines mit k′ zusätzlichen 1-Eingängen berechnet f (t̄) > n−k′

2 . Es

folgt:

ρ−1ti ∈
{
n+ k

2
,
n− k′

2

}
k = 2ρ−1ti − n oder k′ = n− 2ρ−1ti

Jedes Majority-Gate gt̄ muss entweder k = 2ρ−1ti − n 0-Eingänge oder k′ =

n− 2ρ−1ti 1-Eingänge erhalten:

Wpad =
{

(0j , gt̄) | t̄ ∈ U ′k, ti ∈ ρ [0, n] , 1 6 j 6 2ρ−1ti − n
}

∪
{

(1j , gt̄) | t̄ ∈ U ′k, ti ∈ ρ [0, n] , 1 6 j 6 n− 2ρ−1ti

}

n+k=2ρ−1ti︷ ︸︸ ︷
x1 · · ·xn 00 · · ·0︸ ︷︷ ︸

k=2ρ−1ti−n

n+k′=2n−2ρ−1ti︷ ︸︸ ︷
x1 · · ·xn 11 · · ·1︸ ︷︷ ︸

k′=n−2ρ−1ti

Der neue Schaltkreis hat die Tiefe

t+ 1 6 ‖ψ‖nc‖ψ‖ + ‖ψ‖+ 1 < ‖ϕ‖nc‖ϕ‖ + ‖ϕ‖

und die Gröÿe

s+ nk + 2n 6 (‖ψ‖+ 1)n‖ϕ‖ + 2n (‖ψ‖+ 1)

6 ‖ϕ‖n‖ϕ‖ + 2n ‖ϕ‖

Fall 3. Falls ϕ (x̄) eine andere
(
L+ Υ + ∃>

)
[σ]-Formel ist, so seien ψ1 (ȳ1) , · · · , ψm (ȳm)

alle gröÿten1 Teilformeln von ϕ der Form ψi = ∃>uiviχi. Wir ersetzen diese Teil-

1d.h. solche, die nicht selbst in einer Teilformel der gleichen Form enthalten sind.
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

formeln durch neue AtomeR1ȳ1, · · · , Rmȳm und erhalten eine (L+ Υ) [σ ] {R1, · · · , Rm}]-
Formel ϕ′, die per Voraussetzung zu einer (σ ] η ] {6} ] {R1, · · · , Rm} ,B)-

Schaltkreisfamilie Cϕ
′

2n+1 wird. Per Annahme existiert für jede der Teilformeln

ψ1, · · · , ψm ein Schaltkreis Cψi2n+1. (In der Implementierung fügen wir den Zäh-

lquantor e�ektiv als Subroutine in die bestehende Konstruktion ein.)

Wir erzeugen den Schaltkreis Cϕ2n+1 aus der disjunkten Vereinigung wie folgt:

Cψi2n+1 = (Gi,Wi,Σi,Ωi, [1, 2n+ 1])

Cϕ
′

2n+1 =
(
G′,W ′,Σ′,Ω′, [1, 2n+ 1]

)
Cϕ2n+1 :=

(
G,W,Σ,Ω′, [1, 2n+ 1]

)

G := G′ ]
m⊎
i=1

Gi

W := W ′ ]
m⊎
i=1

Wi ]

]
{

(Ωi (t̄) , g) | g ∈ G′, Σ′ (g) = Rit̄
}

Die Output-Gates der Schaltkreise Cψi2n+1 werden mit denRit̄-Inputs des Schaltkreis-

es Cϕ
′

2n+1 verbunden, und deren Beschriftung zu AND geändert.

Σ (g) :=


AND falls g ∈ G′, Σ′ (g) = Riȳi

Σ′ (g) sonst, falls g ∈ G′

Σi (g) sonst, falls g ∈ Gi

Die Tiefe von Cψi2n+1 ist ‖ψi‖ (2n+ 1)c‖ψi‖+‖ψi‖ und die Gröÿe ist ‖ψi‖ (2n+ 1)‖ψi‖+

2n ‖ψi‖. Der Schaltkreis Cϕ
′

2n+1 hat per Voraussetzung die Tiefe ‖ϕ′‖ (2n+ 1)c‖ϕ
′‖

und die Gröÿe ‖ϕ′‖ (2n+ 1)‖ϕ
′‖. Zusätzlich ist ‖ϕ‖ > ‖ϕ′‖ ,

∑m
i=1 ‖ψi‖, da die

Daher hat der neue Schaltkreis die Tiefe

t′ 6
∥∥ϕ′∥∥ (2n+ 1)c‖ϕ

′‖ + max ‖ψi‖ (2n+ 1)c‖ψi‖ + ‖ψi‖+ 1

6 ‖ϕ‖ (2n+ 1)c‖ϕ‖ + ‖ϕ‖

s′ 6
∥∥ϕ′∥∥ (2n+ 1)‖ϕ

′‖ +
m∑
i=1

(
‖ψi‖ (2n+ 1)‖ψi‖ + 2n ‖ψi‖

)
6 ‖ϕ‖ (2n+ 1)‖ϕ‖ + 2n ‖ϕ‖
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5.3 Logiken mit Zählquantoren

Symmetrie: Der neue Schaltkreis ist o�ensichtlich nicht symmetrisch bezüglich Sym[1,2n+1],

denn die Anzahl der konstanten Vorgänger jedes Majority-Gates gt̄ hängt von dem

Wert ti ab. Allerdings ist er symmetrisch bezüglich der Permutationen, die die

Werte in [n+ 1, 2n+ 1] �xieren, denn für alle Werte ti ∈ [1, n] ist das Gate gt̄ eine

0-Konstante.

Sei π ∈ SymU beliebig, und π′ := π ∪ id[n+1,2n+1] deren Erweiterung auf U ′. Nun

erweitern wir den Automorphismus π̂ von Cψ2n+1 wie folgt:

π̂ (0i) := 0i

π̂ (1i) := 1i

π̂ (gt̄) := gπ′ t̄

1. Nun gilt für jede Kante (Ωψ (ū) , gt̄) ∈Wmaj mit t̄, ū ∈ U ′k und τ1 (t̄) = τ2 (ū):

(π̂Ωψ (ū) , π̂gt̄)
Ann.
=

(
Ωψ

(
π′ū
)
, π̂gt̄

)
=

(
Ωψ

(
π′ū
)
, gπ′ t̄

)
Und weil π′t̄, π′ū ∈ U ′k und τ1 (π′t̄) = τ2 (π′ū) gilt, folgt:

(
Ωψ

(
π′ū
)
, gπ′ t̄

)
∈WMAJ

2. Für jede Kante (0j , gt̄) ∈ Wpad (mit t̄ ∈ U ′k und ti ∈ [n+ 1, 2n+ 1], und

j ∈ [1, 2ti − 3n− 2]):

(π̂0j , π̂gt̄) = (0j , gπ′ t̄)

Und weil π′ti = ti, gilt immer noch j ∈ [1, 2π′ti − 3n− 2], und daher (π̂0j , π̂gt̄) ∈
Wpad. Das gleiche gilt analog für die Kanten (π̂1j , π̂gt̄).

3. Für Σ:

Σ (π̂0j) = Σ (0j)

Σ (π̂1j) = Σ (1j)

Σ (π̂gt̄) = Σ (gπ′ t̄)

=

MAJ falls π′ti ∈ [n+ 1, 2n+ 1]

0 sonst

= Σ (gt̄)
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

4. Für Ω ist π̂Ω (t̄) = π̂gt̄ = gπ′ t̄ = Ω (π′t̄) per De�nition gegeben.

Nach der Erzeugung von Cϕ2n+1 wird der Schaltkreis auf die bereits beschriebene Weise zu

Ċϕn umgewandelt, in dem die nicht-konstanten Inputs mit Elementen aus [n+ 1, 2n+ 1]

zu Konstanten werden. Der neue Schritt fügt keine nicht-konstanten Inputs hinzu, so

dass sich hierbei nichts ändert.

Da der Schaltkreis Cϕ2n+1 für jede Permutation π ∪ id[n+1,2n+1] mit π ∈ Sym[1,n] einen

Automorphismus besitzt, ist der Schaltkreis Ċϕn symmetrisch (siehe Lemma 5.2).

5.4 Fixpunktlogik

Die Fixpunktlogik LFP [σ] ist echt ausdrucksstärker als die Logik FO [σ]. Beispielsweise

ist die Erreichbarkeit über einen Pfad beliebiger Länge nicht erststu�g de�nierbar [12, 19].

In LFP [E] wird diese Klasse durch die folgende Formel de�niert:

ϕ (u, v) :=
[
lfpR,(x,y) (∃z (E (x, z) ∧R (z, y)) ∨ x = y)

]
(u, v)

Jede LFP [σ]-Formel ϕ ist aber äquivalent zu einer Familie von FO [σ]-Formeln (ϕn)n∈N
mit einer konstanten Anzahl Variablen, so dass ϕn auf allen Strukturen der Gröÿe n

äquivalent zu ϕ ist. (Dies ist vergleichbar zum k-Variablen-Fragment der in�nitären Logik

Lk∞ω, welches die Fixpunktlogik einschlieÿt[5, 17, 18]. In unserer De�nition hat jedoch

jede einzelne Formel ϕn eine endliche Länge.)

Leider sind diese Formeln noch zu lang: Wenn das Symbol R mehr als einmal in ψ

vorkommt, ist ‖ψi+1‖ > 2 ‖ψi‖, und daher wächst die Formellänge mit ‖ϕ‖ > 2n
k
expo-

nentiell für k = ar (R). Mit Cϕn = Cϕnn könnten wir nicht die gewünschte poly (n)-Gröÿe

ableiten.

Die booleschen Schaltkreise haben jedoch nicht dieselbe Einschränkung wie FO [σ]: Die

Berechnung einer Teilformel ψi (z̄) kann mehrfach verwendet werden, ohne den Schaltkreis

Cψin zu vervielfältigen.

Lemma 5.4. Sei σ eine beliebige relationale Signatur, und sei ϕ eine parameter-freie

LFP [σ]-Formel.

Dann existiert eine P -uniforme symmetrische (σ,Bstd)-Schaltkreisfamilie C̄ϕ mit poly (n)-

Tiefe und poly (n)-Gröÿe, so dass qC̄ϕ (A) = qϕ (A) für alle A ∈ FIN (σ) gilt.
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5.4 Fixpunktlogik

In Kombination mit dem Rest dieses Kapitels folgt dann:

LFP + BIT ⊆ SBCP

LFP + ARB ⊆ SBCP/poly

LFP + BIT + C ⊆ (SBC + MAJ)P

LFP + ARB + C ⊆ (SBC + MAJ)P/poly

Beweis. Sei ϕ eine LFP [σ]-Formel, und sei n ∈ N die Eingabegröÿe. Die Behauptung

wird induktiv über den Aufbau der Formel nachgewiesen.

Fall 1. Falls ϕ eine FO [σ]-Formel ohne Fixpunkt-Operator ist, dann existiert die Schaltkre-

isfamilie Cϕn schon per Voraussetzung.

Fall 2. Falls ϕ =
[
lfpX,x̄ψ

]
(ȳ) für eine Relationsvariable X/k ∈ var2, eine k-stellige

parameterfreie LFP [σ]-Formel ψ (X, x̄) und ein Tupel von LFP [σ]-Termen

ȳ ∈ vark, so seien ψ1 (ȳ1) , · · · , ψm (ȳm) alle gröÿten Teilformeln von ψ der

Form ψi =
[
lfpXix̄iϕi

]
(ȳi). Wir ersetzen diese Teilformeln durch neue Atome

R1ȳ1, · · · , Rmȳm und erhalten eine FO [σ ] {R1, · · · , Rm}]-Formel ψ′, die per

Voraussetzung zu einer (σ ] {R1, · · · , Rm} ,Bstd)-Schaltkreisfamilie Cϕ
′

n mit kon-

stanter Tiefe t ∈ N wird. Per Annahme existiert für jede der Teilformeln

ψ1, · · · , ψm ein Schaltkreis Cψin .

Cψ′n = (Gψ,Wψ,Σψ,Ωψ, U)

Wir bauen einen neuen Schaltkreis für Cϕn bauen, der den Schaltkreis Cψn genau

nk-mal iteriert.

Schaltkreis: Es wird eine Sequenz
(
Di
)
i∈N von k-stelligen (σ,Bstd)-Schaltkreisen

de�niert.

Di := (Gi,Wi,Σi,Ωi, U)

Für i = 0 nehmen wir nur eine 0-Konstante:

D0 := ({g0} , ∅,Σ0,Ω0, U)

Σ0 (g0) = 0 Ω (t̄) = g0

Für i ∈ N>1 fügen wir eine neue Kopie von Cψn in Di ein:

Gi+1 := Gi ]Gψ
Wi+1 := Wi ]Wψ ]W ′
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Di verbindet alle mit Xū markierten Inputs mit dem Output Ωi (ū), und

markiert sie mit �AND�. (Hier wäre �OR� äquivalent, da jedes dieser Gates

nur einen Vorgänger bekommt.)

Σi+1 (g) :=


Σi (g) falls g ∈ Gi
AND falls g ∈ Gψ, Σψ (g) = Xū

Σψ (g) sonst

W ′ := {(Ωi (ū) , g) | g ∈ Gψ, Σψ (g) = Xū}

Die Outputs von Cψ
′

n werden zu den Outputs von Di+1:

Ωi+1 := Ωψ

Seien nun Cψin = (Gi,Wi,Σi,Ωi, U) die Schaltkreise für jede LFP [σ]-

Formel ψi. Wir vereinigen diese mit Cψ
′

n , benennen die mitRit̄ beschrifteten

Gates zu AND um und verbinden sie mit dem Output Ωi (t̄) aus dem

Schaltkreis Cψ
′

n , um den Schaltkreis Cψn zu erhalten.

Korrektheit: Es wird induktiv bewiesen, dass Di auf A ∈ FIN (σ) die σ-

Anfrage qDi (A) = F i (∅) berechnet.

qD0 (A) = F 0 (∅) = ∅

qDi+1 (A) = qCψn
(A ∪ (A, (X 7→ qDi (A))))

Ann.
= qCψn

(
A ∪

(
A,
(
X 7→ F i (∅)

)))
= q

ψ(X 7→Fi(∅)) (A)

Def.3.14
= F i+1 (∅)

Daher berechnet Cϕn = Dnk die Anfrage qCϕn (A) = Fn
k

(∅) = F∞ (∅).

Symmetrie: Sei π ∈ SymU beliebig. Per Annahme ist Cψn symmetrisch, also

existiert der Automorphismus π̂.

Sei π̂0 := id{g0}. Per Annahme existiere für i ∈ N ein von π induzierter Auto-
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5.4 Fixpunktlogik

morphismus π̂i in Di. Sei dann π̂i+1 die folgende Abbildung in Di+1:

π̂i+1 (g) :=

π̂i (g) falls g ∈ Gi
π̂ (g) sonst

1. Es gilt (π̂i+1)|Gi = π̂i, und (π̂i+1)|Gψ = π̂; damit sind die Bedingungen

für Wi ∪Wψ, Σi, Ωi+1 = Ωψ und alle internen Gates g ∈ Gψ mit Σψ /∈
{Xū | ū ∈ Um} bereits erfüllt.

2. Für die ehemaligen Inputs mit Σ (g) = Xū gilt Σi+1 (π̂g) = Σi+1 (g) =

AND.

3. Für jede neue Kante (Ωi (ū) , g) ∈W ′ mit g ∈ Gψ und Σψ (g) = Xū:

(π̂i+1Ωi (ū) , π̂i+1g) = (π̂iΩi (ū) , π̂g)

= (Ωi (πū) , π̂g)

Per De�nition ist Σψ (π̂g) = Xπū, und daher:

(Ωi (πū) , π̂g) ∈W ′

Daher ist Di+1 ebenfalls symmetrisch, und es folgt die Symmetrie von Cϕn =

Dnk .

Gröÿe: Es wird induktiv bewiesen, dass T
(
Di
)
6 i (t+ 1), und

∣∣Di∣∣ 6 1 + i ·
s (n)

T
(
D0
)

= 0

T
(
Di+1

)
= T

(
Di
)

+ T
(
Cψn
)

+ 1

6 T
(
Di
)

+ t+ 1

Ann.
6 i (t+ 1) + t+ 1 = (i+ 1) (t+ 1)

∣∣D0
∣∣ = 1∣∣Di+1
∣∣ =

∣∣Di∣∣+
∣∣∣Cψn ∣∣∣

6
∣∣Di∣∣+ s (n)

Ann.
6 1 + i · s (n) + s (n) = 1 + (i+ 1) s (n)
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5 Von Formeln zu Schaltkreisfamilien

Damit gilt T (Cϕn ) = T
(
Dnk

)
+ maxmi=1 T

(
Cψin
)
∈ poly (n) und |Cϕn | =∣∣∣Dnk ∣∣∣+

∑m
i=1

∣∣∣Cψin ∣∣∣ ∈ poly (n).

Fall 3. Falls ϕ eine andere Form hat, dann gehe analog zu Fall 2 vor: Ersetze die

Fixpunkt-Operatoren durch atomare Formeln, erzeuge den Schaltkreis der FO [σ ] {R1, · · · , Rm}]-
Formel ϕ′ und die Schaltkreise der Fixpunkt-Formeln ψ1, · · · , ψm, und füge

diese zusammen. Es gelten die gleichen Schranken für die Gröÿe und Tiefe.
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Unsere Konstruktion der logischen Formel aus einer Schaltkreisfamilie wird vorausset-

zen, dass jedes Gate g unter allen Bijektionen π : A � U ausgewertet wird. Wir stehen

zunächst vor dem Problem, dass es |Bij (A,U)| = n! ∈ Ω (2n) solche Bijektionen gibt. Um

sie für jedes Gate auf eine poly (n)-beschränkte Zahl zu reduzieren, möchten wir gerne

nachweisen, dass die n! Bijektionen bezüglich jedem Gate in n!
(n−k)! verschiedene Äquiv-

alenzklassen der Gröÿe (n− k)! (mit k ∈ O (1)) fallen (und einen e�zienten Algorithmus

�nden, der die Repräsentanten dieser Äquivalenzklassen erzeugt).

In dem Ergebnis von Martin Otto in 1997[23] setzt er eine lokale polynomielle Beschränkung

der Orbits jedes Gates voraus, und leitet für diese Schaltkreisfamilien eine Charakter-

isierung durch das variablen-beschränkte Fragment der in�nitären Logik (Lω∞ω) her.

Anderson und Dawar betrachten in [1] symmetrische Schaltkreisfamilien mit polynomieller

Gröÿe (und daher automatisch polynomiell beschränkten Orbits). Hier wird für jedes

Gate nachgewiesen, dass sein Wert nur von O (1) vielen Elementen des Universums U

abhängt, und daraus eine Charakterisierung durch die Fixpunktlogik abgeleitet.

Hierfür werden zunächst die Begri�e der Partition, des Stabilisators und des Trägers

eingeführt.

6.1 Partitionen einer Menge

Sei U ein beliebiges Universum. Wir führen die Partition als Zerlegung von U in dis-

junkte Teilmengen ein.

De�nition 6.1. Sei P := {P1, · · · , Pk} eine Menge von disjunkten nicht-leeren Mengen.

Wir nennen P eine Partition von U , wenn
⊎k
i=1 Pi = U . Sei PartU die Menge aller

Partitionen von U . Sei ∼P eine Äquivalenzrelation auf U , deren Äquivalenzklassen von

P repräsentiert werden.

Die Permutationen SymU werden auf natürliche Weise auf P ∈ PartU erweitert:

πP := {πPi | Pi ∈ P} ∈ PartU
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6 Partitionen und Träger

Als nächstes wird die Feinheit als Relation auf PartU eingeführt.

De�nition 6.2. Sei P � P ′ (�P ist mindestens so fein wie P ′�) genau dann wenn jedes

Pi ∈ P eine Teilmenge eines P ′j ∈ P ′ ist.

Dies ist äquivalent zu der Teilmengenbeziehung von ∼P und ∼P ′ :

P � P ′ ⇔ f.a. P ∈ P ex. P ′ ∈ P ′ s.d. P ⊆ P ′

⇔ f.a. u, u′ ∈ U giltu ∼P u′ ⇒ u ∼P ′ u′

⇔ (∼P) ⊆ (∼P ′)

Genau wie die Teilmengenbeziehung der Äquivalenzrelation bildet � eine Halbordnung

auf PartU .

Daher bildet PartU einen vollständigen Verband (siehe [16]) mit den folgenden In�mum-

und Supremum-Operationen u und t:

A u B := max
�
{P ∈ PartU | P � A undP � B}

A t B := min
�
{P ∈ PartU | A � P undB � P}

(A u B sei die gröbste feinere Partition als A und B, und A t B die feinste gröbere

Partition als A und B.)

Satz 6.3. Wenn [x]∼ die Äquivalenzklasse {y | x ∼ y} ist, und P1,P2 ∈ PartU wie folgt

sind,

P1 :=
{

[x]∼A∩∼B | x ∈ U
}

P2 := {[x]∼∗ | x ∈ U}

wobei ∼:= (∼A) ∪ (∼B)

dann ist P1 = A u B und P2 = A t B.

Beweis. Die Eigenschaft P1 � A,B � P2 folgt o�ensichtlich aus (∼A ∩ ∼B) ⊆∼A,∼B⊆
(∼A ∪ ∼B)∗. Ferner muss jede Relation ∼P mit (∼P) ⊆ (∼A) und (∼A) ⊆ (∼B) auch

in (∼A) ∩ (∼B) enthalten sein, und jede mit (∼P) ⊇ (∼A), (∼P) ⊇ (∼B) muss auch

(∼A) ∪ (∼B) (und dessen Abschluss) enthalten.

De�nition 6.4. Die feinste und gröbste Partition von U seien Pmin (U) := {{u1} , · · · , {un}}
und Pmax (U) := {U}.
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6.2 Stabilisatoren einer Partition

Wir führen die Stabilisatoren von Elementen, Teilmengen und Partitionen eines Univer-

sums U ein.

De�nition 6.5. Der Stabilisator eines Elements u ∈ U in U sei die Untergruppe

StabU (u) ⊆ SymU aller Permutationen, die u �xieren:

StabU (u) := {π ∈ SymU | πu = u}

Der Punktstabilisator einer Teilmenge X ⊆ U in U sei die Untergruppe StabU (X) ⊆
SymU der Permutationen, die jedes Element x ∈ X �xieren:

StabU (X) := {π ∈ SymU | πx = x f.a. x ∈ X}

=
⋂
x∈X

StabU (x)

Der Mengenstabilisator von X in U sei die Untergruppe StabU {X} ⊆ SymU der Permu-

tationen, die die Menge X als ganzes �xieren.

StabU {X} := {π ∈ SymU | πX = X}

=
⋃

π∈SymX

(
π ∪ idU\X

)
(StabU (X))

De�nition 6.6. Die obige De�nition wird auf Partitionen P ∈ PartU erweitert:

Der Punktstabilisator von P in U sei die Untergruppe StabU (P) ⊆ SymU aller Permu-

tationen, die jede Menge Pi ∈ P �xieren:

StabU (P) := {π ∈ SymU | πPi = Pi für allePi ∈ P}

=
⋂
Pi∈P

StabU {Pi}

Der Mengenstabilisator von P in U sei die Untergruppe StabU {P} ⊆ SymU aller Per-

mutationen, die die Partition als ganzes �xieren:

StabU {P} := {π ∈ SymU | πP = P}

Diese Gruppe wird durch StabU (P) und alle Permutationen von gleich-mächtigen Ele-
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6 Partitionen und Träger

menten von P erzeugt: Sei P|i := {Pj ∈ P | |Pj | = i} für i ∈ [1, |U |], dann gilt:

StabU {P} =
⋃

i∈[1,|U |]
π∈SymP|i

πStabU (P)

Die Feinheit von Partitionen ist äquivalent zu der Teilmengenbeziehung ihrer Stabil-

isatoren.

Satz 6.7. Für zwei Partitionen P,P ′ ∈ PartU gilt P � P ′ genau dann wenn StabU (P) ⊆
StabU (P ′).

Beweis. Sei π ∈ StabU (P) beliebig, so besteht π aus einer Folge von Transpositionen:

π = (u1v1) ◦ · · · ◦ (ukvk)

Jede Transposition (uivi) vertauscht Elemente einer Menge Pi ∈ P; daher gilt ui ∼P vi.
Per De�nition 6.2 gilt (∼P) ⊆ (∼P ′), und daher ui ∼P ′ vi und (uivi) ∈ StabU (P ′) für

alle i ∈ [1, k]. Aus der Abgeschlossenheit des Stabilisators folgt π ∈ StabU (P ′).

Umgekehrt impliziert auch StabU (P) ⊆ StabU (P ′), dass für jedes Paar u ∼P v die

Transposition (uv) ∈ StabU (P) auch in StabU (P ′) enthalten ist, und daher u ∼P ′ v gilt.
Aus (∼P) ⊆ (∼P ′) folgt P � P ′.

6.3 Träger

6.3.1 Trägerpartitionen einer Permutationsgruppe

De�nition 6.8. Sei G ⊆ SymU eine Untergruppe und P eine Partition von U . P sei

eine Trägerpartition von G genau dann wenn StabU (P) ⊆ G.

Wenn die Partition P eine Trägerpartition von G ist, dann ist sie es auch von jeder

Obermenge G′ ⊇ G. Auÿerdem sind per Satz 6.7 alle feineren P ′ � P Trägerpartitionen

von G. Somit ist Pmin = {{u1} , · · · , {un}} mit StabU (Pmin) = {id} eine triviale Träger-
partition jeder Untergruppe G ⊆ SymU , und alle P ∈ PartU sind Trägerpartitionen der

Gruppe SymU = StabU (Pmax).

Satz 6.9. Wenn A und B Trägerpartitionen von G sind, so sind es auch A u B und

A t B.

62



6.3 Träger

Beweis. Per De�nition ist AuB � A und AuB � B, und daher folgt die Tatsache direkt

aus Satz 6.7.

Für P := A t B gilt:

1. Jede Permutation π ∈ StabU (P) ist eine Folge von Transpositionen π = (u1v1) ◦
· · · ◦ (ukvk), so dass wir nur Transpositionen betrachten müssen.

2. Die Äquivalenzrelation ∼P ist per Satz 6.3 die transitive Hülle von ∼:= (∼A ∪ ∼B).

Daher existiert für alle u ∼P v eine Folge von ` 6 |U | Elementen w̄ ∈ U ` mit

u ∼ w1 ∼ · · · ∼ w` ∼ v

Sei nun (uv) ∈ StabU (P) eine beliebige Transposition. (uv) lässt sich mit dem entsprechen-

den w̄ ∈ (U\ {u, v})∗ in die folgenden Transpositionen zerlegen:

(uv) =

(
u

v

(
wi

wi

)
16i6`

v

u

)

=

(
w1

v

(
wi

wi−1

)
1<i6`

v

w`

)
◦

(
u

w1

(
wi

wi+1

)
16i<`

w` v

v u

)
(vw`) (w`w`−1) · · · (w2w1) ◦ (uw1) (w1w2) · · · (w`−1w`) (w`v)

Weil∼= (∼A ∪ ∼B), ist jede der Transpositionen entweder in StabU (A) oder in StabU (B)

enthalten, und beide sind Teilmengen von G. Also ist (uv) ∈ G, und es folgt StabU (P) ⊆
G.

Korollar 6.10. Jede Gruppe G ⊆ SymU besitzt eine eindeutige gröbste Trägerpartition.

Beweis. Angenommen, P und P ′ seien zwei gröbste Trägerpartitionen von G. Nun ist

P tP ′ nach Lemma 6.9 ebenfalls eine Trägerpartition von G, und es gilt P,P ′ � P tP ′.

Da aber per De�nition P und P ′ aber per De�nition gröbste Träger von G sind, muss

P = P t P ′ = P ′ gelten.

De�nition 6.11. Für jede Gruppe G ⊆ SymU sei SP (G) der gröbste Träger von G.

Wir betrachten nun die Konjugations-Operation πGπ−1 einer Permutation π auf einer

Untergruppe G ⊆ SymU , und weisen nach, dass πSP (G) = SP
(
πGπ−1

)
.

Satz 6.12. Wenn eine Partition P ein Träger einer Gruppe G ⊆ SymU ist, dann ist πP
ein Träger von πGπ−1 für alle π ∈ SymU .
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6 Partitionen und Träger

Beweis. Seien ρ ∈ StabU (πP) und Pi ∈ P beliebig. π−1ρπ �xiert Pi:(
π−1ρπ

)
Pi = π−1 (ρ (πPi))

= π−1πPi

= Pi

Daraus folgt
(
π−1ρπ

)
∈ StabU (P) ⊆ G, und schlieÿlich gilt:

ρ =
(
ππ−1

)
ρ
(
ππ−1

)
= π

(
π−1ρπ

)
π−1

∈ πGπ−1

Damit πP ein Träger der konjugierten Gruppe πGπ−1.

Korollar 6.13. Für jede Gruppe G ⊆ SymU und jede Permutation π ∈ SymU ist

πSP (G) = SP
(
πGπ−1

)
.

Beweis. Nach Lemma 6.12 ist πSP (G) eine Trägerpartition von πGπ−1, und daher gilt

πSP (G) � SP
(
πGπ−1

)
.

Umgekehrt ist auch π−1SP
(
πGπ−1

)
eine Trägerpartition von π−1πGππ−1 = G. Es folgt

π−1SP
(
πGπ−1

)
� SP (G) und daher SP

(
πGπ−1

)
� πSP (G).

Satz 6.14. Jede Gruppe G ist Obermenge des Punkt- und Teilmenge des Mengenstabil-

isators von SP (G):

StabU (SP (G)) ⊆ G ⊆ StabU {SP (G)}

Beweis. Per De�nition 6.8 gilt bereits StabU (SP (G)) ⊆ G.

Sei nun π ∈ G beliebig. Weil πGπ−1 = G, folgt nach Korollar 6.13:

πSP (G) = SP
(
πGπ−1

)
= SP (G)

Weil π die Partition SP (G) auf sich selbst abbildet, gilt per De�nition π ∈ StabU {SP (G)}.

6.3.2 Trägermengen im Schaltkreis

Wir erweitern die Begri�e �Stabilisator� und �Träger� auf die Gates eines rigiden (De�-

nition 4.9), symmetrischen Schaltkreises. C = (G,W,Σ,Ω, U).
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6.3 Träger

De�nition 6.15. Für jedes Gate g ∈ G sei der Stabilisator von g wie folgt de�niert:

StabC (g) := {π ∈ SymU | π̂g = g}

Eine Menge X ⊆ U sei eine Trägermenge von g, wenn jede Permutation, die die Elemente

von X �xiert, einen Automorphismus in C induziert, der g �xiert:

StabU (X) ⊆ StabC (g)

Da für X ⊆ X ′ o�ensichtlich StabU (X ′) ⊆ StabU (X) gilt (je mehr Elemente �xiert

werden, um so weniger Permutationen lassen wir zu), ist hier vor allem die kleinste

Trägermenge des Gates interessant.

Satz 6.16. Wenn X,X ′ ⊆ U zwei Trägermengen von g ∈ G sind, dann ist X ∩ X ′

ebenfalls eine Trägermenge von g.

Beweis. Sei P := {{x} | x ∈ X} ∪ {U\X} und P ′ := {{x} | x ∈ X ′} ∪ {U\X ′}. Of-
fensichtlich gilt StabU (P) = StabU (X) ⊆ StabC (g) und StabU (P ′) = StabU (X ′) ⊆
StabC (g).

Daher sind P und P ′ beide Trägerpartitionen von StabC (g). Per Satz 6.9 ist auch PtP ′ =
{{x} | x ∈ X ∩X ′} ∪ {U\ (X ∩X ′)} eine Trägerpartition, und per StabU (P t P ′) =

StabU (X ∩X ′) ist auch X ∩X ′ eine Trägermenge von g.

Korollar 6.17. Jedes Gate g ∈ G besitzt eine eindeutige kleinste Trägermenge.

Satz 6.18. Sei P := SP (StabC (g)) die gröbste Trägerpartition des Stabilisators eines

Gates g, und sei Pmax = max|·| P. Dann ist X := U\Pmax die kleinste Trägermenge von

g.

Beweis. Sei X ′ mit |X ′| < |X| eine kleinere Trägermenge von g. Per De�nition ist

P ′ := {{x} | x ∈ X ′} ∪ {U\X ′} eine Trägerpartition von StabC (g), denn StabU (P ′) =

StabU (X ′) ⊆ StabC (g).

Per De�nition ist U\X = Pmax eine gröÿte Menge in SP (StabC (g)). Per Annahme

ist |X ′| < |X| und daher |U\X ′| > |U\X|. Weil aber P ′ � SP (StabC (g)) ist, muss

SP (StabC (g)) eine Obermenge von U\X ′ als Element enthalten, und deren Gröÿe ist

mindestens |U\X ′| > |U\X|; es entsteht ein Widerspruch.

De�nition 6.19. Sei sp (g) die kleinste Trägermenge von g, und sei sp (C) = maxg∈G |sp (g)|
die maximale Gröÿe aller kleinsten Trägermengen.
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6.4 Obere Schranken für die Gröÿe von Trägern

Das Ergebnis von Anderson und Dawar beruht auf einem Theorem, das eine konstante

obere Schranke S (Cn) ∈ O (1) für jede symmetrischen Schaltkreisfamilie (Cn)n∈N poly-

nomieller Gröÿe nachweist. Diese konstante Gröÿe führt zu einer polynomiell beschränk-

ten Anzahl von Permutationen
∣∣∣SymS(g)

∣∣∣ = |S (g)|! 6 n|S(g)| jeder Trägermenge eines

Gates.

Wir stellen hierfür das sogenannte Support-Theorem vor:

Theorem 6.20. Support-Theorem (Theorem 21 aus [1])

Für ε ∈ R[ 23 ,1]
und einen rigiden symmetrischen Schaltkreis C = (G,W,Σ,Ω, U) mit

|U | > 2
56
ε2 , gilt: Wenn die maximalen Orbit-Gröÿe mit s := maxg∈G OrbC (g) 6 2n

1−ε

subexponentiell ist, dann ist sp (C) 6 33
ε

log s
logn .

Korollar 6.21. (Korollar 23 aus [1])

Für jede symmetrische, rigide (σ,B)-Schaltkreisfamilie mit poly (n)-Gröÿe gilt sp (Cn) ∈
O (1).

Beweis. Die poly (n)-Gröÿe des Schaltkreises Cn = (G,W,Σ,Ω, U) impliziert für jedes

ε < 1 und hinreichend groÿe n ∈ N o�ensichtlich:

s := max
g∈G

OrbC (g) 6 |Cn| 6 nc < 2n
1−ε

Damit ist sp (C) 6 33
ε

log s
logn 6

33
ε
k logn
logn = 33k

ε ∈ O (1).
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

7.1 Berechnung von rigiden Schaltkreisen

Um die Eindeutigkeit der im symmetrischen Schaltkreis induzierten Automorphismen zu

gewährleisten, wird nun gefordert, dass der Schaltkreis rigide gemäÿ De�nition 4.9 ist.

Die Rigidität kann nicht in jeder booleschen Basis B problemlos hergestellt werden, ohne

die Tiefe zu verändern - während redundante Vorgänger von AND- und OR-Gates ohne

Beschränkung der Annahme entfernt werden können, ist dies zum Beispiel bei MAJ- und

XOR-Gates nicht möglich.

In [1] werden redundante GatesH = (g1, · · · , gk) �in Reihe� geschaltet, so dass jedes Gate
gi ∈ H\ {g1} durch ein AND-Gate mit dem Vorgänger gi−1 ersetzt wird. Dies vergröÿert

jedoch die Tiefe des Schaltkreises unbeschränkt.

Um die Tiefe als Parameter zu erhalten, werden wir stattdessen die De�nition des

Schaltkreises auf Multigraphen erweitern:

De�nition 7.1. Multimenge

Eine Multimenge W : W → N sei eine Abbildung einer Menge auf N, wobei W (x) die

Vielfachheit von x in W angibt.

Nach der in De�nition 2.3 eingeführten Notation entspricht für eine gewöhnliche Relation

W ⊆ G2 die Funktion [W ] : G2 → {0, 1} gerade der äquivalenten Multimenge. Die Gröÿe

der Multimenge |W| :=
∑

w∈WW (x) sei die Summe der Vielfachheiten aller Elemente.

De�nition 7.2. Multischaltkreis

Ein (σ,Bstd)-Multischaltkreis C = (G,W,Σ,Ω, U) ist analog zum (σ,B)-Schaltkreis de�niert,

aber (G,W) bildet einen azyklischen Multigraphen:

W : G×G→ N
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Formal beschreiben wir den Multischaltkreis durch eine τσ,B,k-Struktur C über einem

Universum G ] U ] [0, |W|] ausgewertet:

τ ′σ,B,k :=
{
W/3, (Σs/1)s∈B]{0,1,NOT} , (ΣR/1 + k)R/k∈σ ,Ω/k + 1

}
ar (W ) := 3

W C =
{(
g, g′, n

)
∈ G2 × [0, |W|] | W

(
g, g′

)
= n

}
Für die Auswertung eines internen Gates gilt analog zu 4.4:

j1 :=
∑
h∈G

(C [A] (h) · W (h, g))

j0 :=
∑
h∈G
W (h, g)− j1

C [A] (g) := [Σ (g)] (j0, j1)

Die Gröÿe |C| eines Multischaltkreises C sei die Summe seiner Gates und Kanten:

|C| := |G|+
∑

g,g′∈G2

W
(
g, g′

)

Die Symmetrie wird auf natürliche Weise angepasst: Der von π induzierte Automor-

phismus π̂ ∈ AutC bildet (G,W) auf den isomorphen Multigraphen (π̂G, π̂W) mit

W (π̂g, π̂g′) =W (g, g′) ab.

Die Rigidität wird ebenfalls angepasst: Ein rigider Schaltkreis enthält keine Gates g, g′

mit Σ (g) = Σ (g′) und W (h, g) =W (h, g′) für alle h ∈ G.

Lemma 7.3. (nach Lemma 24 aus [1])

Es existiert ein Algorithmus, der einen beliebigen (σ,B)-Schaltkreis C in einen rigiden

Multischaltkreis Ĉ umwandelt, wobei T
(
Ĉ
)

= T (C) und
∣∣∣Ĉ∣∣∣ 6 |C|+ |C|2. Der Algorithmus

ist poly (|G|+ |U |)-zeitbeschränkt.

Beweis. Sei C′′ = (G,W,Σ,Ω, U) ein beliebiger k-stelliger Schaltkreis. Wir erzeugen

zunächst den äquivalenten Multischaltkreis C := (G,W,Σ,Ω, U) mit W := [W ], wobei

die Tiefe unverändert bleibt und die Gröÿe zu |C| = |G|+ |W | 6 |C′′|+ |C′′|2 wird.

Der Multischaltkreis C wird nun wiederholt reduziert, bis er rigide ist: Berechne dazu die

Äquivalenzrelation ∼C⊆ G×G, so dass g ∼C g′ genau dann wenn

1. Σ (g) = Σ (g′), und
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2. für alle h ∈W gilt W (h, g) =W (h, g′).

Wenn keine Gates g, g′ ∈ G mit g ∼C g′ mehr existieren, so ist der Schaltkreis rigide,

und der Algorithmus ist fertig.

Ansonsten sei E ⊆ G eine Äquivalenzklasse von ∼C mit mindestens zwei Gates und

minimaler Tiefe T (E).

Wir berechnen die Funktion c : G → [0, |E|], die für jedes Gate h ∈ G die Vorgänger in

E zählt:

c (h) :=
∑
g′∈E
W
(
g′, h

)
Sei g ∈ E beliebig, und sei fg,E (C) := (G′,W ′,Σ′,Ω′, U) der folgende Multischaltkreis:

G′ := G\ (E\ {g})

Σ′ := Σ\E\{g}

1. Es werden die eingehenden Kanten der Gates E\ {g} entfernt. Auÿerdem werden

die von E ausgehenden Kanten entfernt und durch Kanten von g ersetzt:

W ′ (h, i) :=



c (i) fallsh = g

0 fallsh ∈ E\ {g}

0 falls i ∈ E\ {g}

W (h, i) sonst

2. Die Output-Funktion wird wie folgt angepasst:

Ω′ (t̄) :=

g falls Ω (t) ∈ E\ {g}

Ω (t) sonst

Der Schaltkreis C′ := fg,E (C) ist äquivalent zu dem Schaltkreis C über jeder Struktur

A ∈ FINU (σ), was induktiv über die Tiefe (ausgehend von g) nachgewiesen wird:

1. O�ensichtlich gilt C′ [A] (g) = C [A] (g) = C [A] (g′) für alle g′ ∈ E, da die Gates die

gleichen Vorgänger und die gleiche Beschriftung Σ′ (g) = Σ (g) = Σ (g′) besitzen.
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2. Für jeden direkten Nachfolger h ∈ G eines Gates g′ ∈ E gilt:

j1 :=
∑
i∈G′
W (i, h) · C [A]

j0 :=
∑
i∈G′
W (i, h)− j1

j′1 :=
∑
i∈G′
W ′ (i, h) · C′ [A]

j′0 :=
∑
i∈G′
W ′ (i, h)− j′1

Aus der De�nition von W ′ folgt j1 = j′1 und j0 = j′0, da die c (h) − 1 entfernten

Vorgänger g′ ∈ E\ {g} durch c (h) − 1 zusätzliche (g, h)-Kanten ersetzt wurden,

und C [A] (g) = C [A] (g′). Daher gilt:

C′ [A] (g) :=
[
Σ′ (g)

] (
j′0, j

′
1

)
= [Σ (g)] (j0, j1)

= C [A]

3. Für jedes übrige Gate h ∈ G folgt die Äquivalenz aus der Induktionsannahme und

der Tatsache, dass die Vorgänger von h unverändert bleiben.

Für jedes Tupel t̄ ∈ Uk mit Ω (t̄) = g′ ∈ E gilt nun:

q
C′

y
(A, t̄) = C′ [A]

(
Ω′ (t̄)

)
= C′ [A] (g)

= C [A] (g)

= C [A]
(
g′
)

= C [A] (Ω (t̄)) = JCK (A, t̄)

Gröÿe: Die Umrechnung von C zu fg,E (C) lässt die Tiefe unverändert, und vergröÿert

den Schaltkreis nicht: Es werden
∑

h∈G c (h) Kanten eingefügt und mindestens∑
g′,h′∈E×G Kanten entfernt, wobei gilt:∑

h∈G
c (h) =

∑
h∈G

∑
g′∈E
W
(
g′, h

)
=

∑
g′,h′∈E×G

Symmetrie: Wenn alle Äquivalenzklassen Ē = (E1, · · · , Em) der gleichen Tiefe reduziert

werden, dann bewahrt der neue Schaltkreis fg1,E1 · · · fgm,Em (C) = C′ die Symmetrie
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von C:

Sei π ∈ SymU eine beliebige Permutation, und π̂ ein induzierter Automorphismus.

O�ensichtlich muss π̂ die Äquivalenzklassen Ē aufeinander abbilden, da π̂g ∼C π̂g′

für alle g ∼C g′ gilt.

Der Automorphismus π̂ auf C wird wie folgt zu einem auf C′ angepasst:

π̂′g :=

gi falls π̂g ∈ Ei
π̂g sonst

Da W (π̂g, π̂g′) =W (g, g′), folgt W ′ (π̂g, π̂g′).

Die Umrechnung von C zu C′ verkleinert die Äquivalenzklasse des Gates g zu {g}, da alle
äquivalenten Gates entfernt werden, und lässt alle anderen Äquivalenzklassen der Tiefe

i 6 T (g) unverändert.

Daher haben nach höchstens |G| Wiederholungen alle Äquivalenzklassen der Tiefe i 6

T (g) die Gröÿe 1, und nach höchstens T (C) · |G| Wiederholungen wird ein äquivalenter,

rigider Schaltkreis erzeugt.

Satz 7.4. Die beschriebene Konstruktion kann mit O (T (C) log n) Speicherplatz berechnet

werden, und ist für Schaltkreisfamilien konstanter Tiefe daher in LOGSPACE.

Beweis. Der Algorithmus 7.1 gibt die Kanten und Markierungen des rigiden Multi-

schaltkreises aus, wobei eine natürliche Ordnung der Gates G vorausgesetzt wird.

Sei ∼∗ eine rekursive Erweiterung von ∼, die alle Paare von Gates g, g′ enthält, die aus

jeder Äquivalenzklasse bezüglich ∼∗ die gleiche Anzahl Vorgänger besitzen. Ferner sei 6
eine implizite Ordnung der Gates G. Ein Gate g ∈ G, für das g 6∼∗ g′ für alle g′ < g gilt,

nennen wir den Repräsentanten seiner Äquivalenzklasse.

Der beschriebene Algorithmus wird Rigid (g) für jeden Repräsentanten g ∈ G aufrufen.

Rigid (g) gibt dann g mit seinen Markierungen aus, �ndet dann jeden Repräsentanten

h ∈ G, zählt die zu h äquivalenten Vorgänger von g und gibt die entsprechende Multikante

W (h, g) ∈ N aus.

Da die Funktionen Rigid und Equiv jeweils nur konstant viele lokale Variablen der Gröÿe

O (log n) verwenden, ist der Algorithmus platzbeschränkt durch T · O (log n), wobei T

die maximale Rekursionstiefe von Equiv ist. Weil jeder Aufruf Equiv (g) nur Aufrufe

Equiv (h, h′) für Vorgänger h, h′ von g auslöst, ist T = T (C) die Tiefe des Schaltkreises
C.
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Algorithmus 7.1 Berechnung des rigiden Schaltkreises
Input: (G,W,Σ,Ω, U).
Main:

Für jedes Gate g ∈ G:
Falls kein Gate g′ < g mit Equiv(g, g′) existiert:

Rigid(g).

Rigid(g):

Gib g und Σ (g) aus.

Für alle t̄ ∈ Uk mit Ω (t̄) = g:

Gib Ω (t̄) = g aus.

Für jedes Gate h ∈ G:
Falls kein Gate h′ < h mit Equiv(h, h′) existiert:

i← 0.
Für alle Vorgänger h′′ von g mit Equiv(h, h′′).

i← i+ 1.

Gib W (h, g) = i aus.

Equiv(g, g′):

Falls nicht Σ (g) = Σ (g′): False

Für jeden Vorgänger h von g:

i← 0
Für jeden Vorgänger h′ von g mit Equiv(h,h′):

i← i+ 1.

Für jeden Vorgänger h′ von g′ mit Equiv(h, h′):

i← i− 1

Falls i 6= 0: False.

True
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7.2 Berechnung der Orbits und Träger

7.2 Berechnung der Orbits und Träger

Satz 7.5. (nach Satz 9 aus [1])

Sei C ein rigider (σ,B)-Multischaltkreis über U . Sei π ∈ SymU beliebig.

Falls π einen Automorphismus in C induziert, dann ist dieser eindeutig.

Beweis. Sei C = (G,W,Σ,Ω, U) und π ∈ SymU beliebig. Seien π̂1, π̂2 ∈ AutC zwei von π

induzierte Automorphismen.

Durch Induktion über die Tiefe wird bewiesen, dass π̂1g = π̂2g für jedes Gate g ∈ G gilt.

Anfang: Wenn g eine Konstante mit Σ (g) ∈ {0,1} ist, dann ist g das einzige Gate mit

der Beschriftung Σ (g):

π̂1g = g = π̂2

Wenn g ein relationales Input mit Σ (g) = Rt̄, R/k ∈ σ und t̄ ∈ Uk ist, dann

existiert auf Grund der Rigidität nur ein Gate g′ ∈ G mit Σ (g′) = Rπt̄:

π̂1g = g′ = π̂2g

Schritt: Wenn g ein internes Gate mit Σ (g) ∈ B ist, dann muss gelten:

Σ (π̂1g) = Σ (π̂2g) = Σ (g)

W (π̂1h, π̂1g) = W (π̂2h, π̂2g) =W (h, g)

f.a. h ∈ G

Auf Grund der Rigidität von C muss π̂1g = π̂2g gelten.

Lemma 7.6. (nach Lemma 25 aus [1])

Es existiert ein deterministischer Algorithmus, der bei Eingabe eines (σ,B)-Multischaltkreises

C = (G,W,Σ,Ω, U) und einer Permutation π ∈ SymU in poly (|C|)-Zeit für jedes Gate

g ∈ G das Gate π̂g ausgibt, falls π einen eindeutigen Automorphismus π̂ induziert.

Beweis. Analog zu dem Beweis von Lemma 7.5 wird gezeigt, dass der eindeutige Auto-

morphismus in Polynomialzeit bestimmt wird:

1. Zunächst sei für jedes konstante Gate π̂g := g. Für jedes relationale Input g ∈ G
mit Σ (g) = Rt̄ �nde das einzige Gate g′ ∈ G mit Σ (g) = Rπt̄ und gib π̂g := g′

aus.
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

2. Finde ein beliebiges Gate g ∈ G, für dessen Vorgänger h ∈ G mit W (h, g) > 0

bereits π̂h = h′ ausgegeben wurde.

3. Finde ein Gate g′ ∈ G mit Σ (g) = Σ (g′) und W (π̂h, g′) = W (h, g) für die

Vorgänger h ∈ G, so dass g′ sonst keine Vorgänger hat. (Wegen der Rigidität

gibt es höchstens eines.) Gib π̂g = g′ aus.

4. Wiederhole die Schritte 2 bis 3 solange bis π̂ für jedes Gate g ∈ G berechnet

wurde. (Wenn zu irgendeinem g kein Gate gefunden wird, ist der Schaltkreis nicht

symmetrisch und der Algorithmus bricht ab.)

Die Schritte 2 bis 3 werden höchstens |G|-mal wiederholt, und jeder Schritt erfordert

|G|2-Zeit, so dass der Algorithmus in |G|3-Zeit arbeitet.

Satz 7.7. Die obige Konstruktion ist mit O (T (C) log n) Speicherplatz berechenbar, und

ist für Schaltkreisfamilien konstanter Tiefe daher in LOGSPACE.

Beweis. Der Algorithmus 7.2 berechnet den Automorphismus π̂, in dem für jedes Paar

von Gates g, g′ rekursiv geprüft wird, ob π̂g = π̂g′.

Da jede Funktion nur konstant viele lokale Variablen der Gröÿe O (log |G|) verwendet, ist
der Speicherplatz durch die Funktion T ·O (log n) beschränkt, wobei T die Rekursionstiefe

ist. Weil Aut (g, g′) nur Aut (h, h′) für Vorgänger h von g und h′ von g′ aufruft, ist

T 6 T (C).

Lemma 7.8. (nach Lemma 26 aus [1])

Es existiert ein deterministischer Algorithmus, der bei Eingabe eines rigiden (σ,B)-Multischaltkreises

C = (G,W,Σ,Ω, U) in poly (|C|) entscheidet, ob dieser symmetrisch ist, und gegebenen-

falls die Orbits OrbC (g) und Trägermenge sp (g) jedes Gates g ∈ G ausgibt.

Beweis. Um die Symmetrie nachzuweisen, genügt es, den Algorithmus aus Lemma 7.6

für jede Transposition (uv) ∈ SymU durchzuführen. Diese Transpositionen erzeugen die

gesamte Symmetriegruppe SymU , und daher ist für jede Permutation π = (u1v1) · · · (ukvk) ∈
SymU die Abbildung π̂ = π̂(u1v1) · · · π̂(ukvk) ein von π induzierter Automorphismus.

1. Berechne den von (uv) ∈ SymU induzierten Automorphismus π̂(uv) für jedes Paar

u, v ∈ U mit u 6= v. Wenn nicht alle Automorphismen existieren, ist der Schaltkreis

nicht symmetrisch; es wird abgebrochen.
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Algorithmus 7.2 Berechnung der Automorphismen
Input: (G,W,Σ,Ω, U), k, π.
Main:

Für g ∈ G:
Für g′ ∈ G:

X ← False

Falls Aut(g, g′):

Falls X =
True: π̂ ist nicht eindeutig; Abbruch.

Gib π̂ (g) = g′ aus.
X ← True

Aut(g, g′):

Falls Σ (g) 6= Σ (g′) ∈ B ] {0,1, NOT}: False

Falls Σ (g) = Rt̄, Σ (g′) 6= Rπt̄: False

Für t̄ ∈ Uk:
Falls Ω (t̄) = g und Ω (πt̄) 6= g′: False

Für jeden Vorgänger h von g:

Falls kein Vorgänger h′ von g′ mit Aut(h, h′) existiert:

False

True
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

2. Für jedes Gate g ∈ G wird die Trägerpartition SP (StabC (g)) aufgebaut, in dem

für jede Transposition (uv) ∈ SymU geprüft wird, ob π̂(uv) das Gate g �xiert. In

diesem Fall werden die Elemente u, v in der Partition kombiniert:

P(uv) := {{u, v}} ∪ {{w} | w ∈ U\ {u, v}}

Pg :=
⊔

(uv)∈SymU
π̂(uv)g=g

P(uv)

3. Für jedes Gate g ∈ G sei S0 := {g}. Iterativ wird der Orbit von g wie folgt

aufgebaut, bis mit Si+1 = Si ein Fixpunkt erreicht wird (spätestens bei S|U |):

Si+1 := Si ∪
⋃

(uv)∈SymU

π̂(uv)Si

Nach den De�nitionen aus Kapitel 7 ist jede Partition P(uv) eine Trägerpartition von

StabC (g), wenn π̂(uv)g = g, und daher ist Pg ebenfalls eine Trägerpartition von StabC (g).

Wenn es eine gröbere Trägerpartition P ′ gäbe, dann müsste diese zwei Elemente u, v ∈ U
kombinieren, die in Pg getrennt sind, und für die π̂(uv)g = g gilt. In diesem Fall wäre aber

die Partition P(uv) mit in Pg aufgenommen worden, und daher ist Pg = SP (StabC (g)).

Es wird sp (g) = U\max|·| Pg ausgegeben.

Für die Mengen (Si)i∈N gilt Si ⊆ OrbC (g), denn per Induktion existiert für jedes Gate

g′ ∈ Si eine Folge von i Transpositionen π1 · · ·πi, so dass π̂1 · · · π̂i das Gate g auf g′

abbildet. Ferner besteht jede Permutation π aus einer Folge von höchstens |U | Transpo-
sitionen, so dass S|U | ⊇ OrbC (g) den gesamten Orbit von g enthält.

Es existieren weniger als |U |2 Transpositionen, so dass der Schritt 1 in |G|3 |U |2-Zeit
abgeschlossen wird. Ebenso wird Schritt 2 in |U |3-Zeit abgeschlossen. Schritt 3 erfordert

eine Iteration bis S|U |, wobei jeder Durchlauf |U |2-Zeit benötigt. Insgesamt läuft der

Algorithmus in |G|3 |U |3-Zeit.

Satz 7.9. Die obige Konstruktion ist mit O (T (C) log n) Speicherplatz berechenbar, und

daher für Schaltkreisfamilien konstanter Tiefe in LOGSPACE.

Beweis. Der entscheidende Teil ist die Bestimmung der gröÿten Menge Pi ⊆ SP (StabC (g)),

denn o�ensichtlich können wir mit logarithmischem Platz nicht die Partition SP (StabC (g))

(und noch nicht einmal Pi) abspeichern. Es reicht uns aber, wenn der Algorithmus 7.3

für jedes Element u ∈ U die Elemente u ∼ u′ zählt, und sich das Element u mit der

gröÿten Äquivalenzklasse merkt. Dann �ndet er alle Elemente mit u′ 6∼ u (per Korollar

6.21 gibt es davon nur O (1) viele), und bildet daraus die Trägermenge sp (g).
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Algorithmus 7.3 Berechnung der Trägermengen sp (g) und Orbits OrbC (g)

Input: (G,W,Σ,Ω, U)
Trägermenge(g):

s̄← 〈〉, j ← 0
Für alle u ∈ U:

i← 0
Für alle v ∈ U:

Falls π̂(uv) (g) = g: (mit Algorithmus 7.2)

i← i+ 1

Falls i > j:

u′ ← u, j ← i

Für alle v ∈ U:
Falls π̂(u′v) (g) 6= g:

s̄← s̄v

Gib s̄ zurück.

Orbit(g):

s̄← Trägermenge (g)

Für t̄ ∈ Uar(s̄):

Gib π̂(s̄ 7→t̄) (g) aus.

Der Orbit hat die Gröÿe n|sp(g)|, aber diesen muss der Algorithmus nicht abspeichern,

sondern nur iterativ ausgeben.

7.3 Rekursive Auswertung der Schaltkreise

Für eine rigide, symmetrische k-stellige (σ,B)-Multischaltkreisfamilie (Cn)n∈N gilt nach

Korollar 6.21 sp (Cn) ∈ O (1). Seien also n0, c ∈ N so gewählt, dass sp (Cn) 6 c für n > n0.

Zur Erinnerung: sp (C) ist die maximale Gröÿe der Trägermenge sp (g) = {P1, · · · , Pm},
|P1| 6 · · · 6 |Pm| jedes Gates g von C.

Wir möchten Cn auf beliebigen Strukturen A ∈ FIN(n) (σ) (nicht nur A ∈ FIN[1,n] (σ))

auswerten, wofür eine beliebige Einbettung π : A→ [1, n] de�niert werden muss. Es wird

nun gezeigt, dass die Auswertung des Gates g nur von dem Teil der Abbildung π abhängt,

der Elemente auf sp (g) abbildet. Die Abbildung auf die übrigen Elemente U\sp (g) ist

für g unbedeutend.
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Die Folgerung in diesem Abschnitt passt den Abschnitt 4.3 aus [1] für Multischaltkreise

an.

De�nition 7.10. Konsistenz

Zwei Abbildungen f : A → B und f : A′ → B′ seien konsistent in A′′ ⊆ A ∩ A′ (kurz
f ∼A′′ f ′), wenn sie im Teilbereich A′′ identisch sind.

f ∼A′′ f ′ ⇔ f|A′′ = f ′|A′′

Satz 7.11. Sei C = (G,W,Σ,Ω, U) ein rigider, symmetrischer Multischaltkreis mit n =

|U |, und sei g ∈ G ein beliebiges Gate mit den Vorgängern H := {h ∈ G | W (h, g) > 0}.
Sei A ∈ FIN(n) (σ) eine beliebige Struktur. Seien π1, π2 ∈ Bij (U,A) beliebig mit π1 ∼sp(g)

π2. So gilt:

C
[
π−1

1 A
]

(g) = C
[
π−1

2 A
]

(g) (7.1)∑
h∈H
W (h, g) · C

[
π−1

1 A
]

(h) =
∑
h∈H
W (h, g) · C

[
π−1

2 A
]

(h) (7.2)

Beweis. Sei τ ∈ SymU die Permutation τ := π−1
1 π2, so dass π−1

1 = τπ−1
2 .

Weil π1 und π2 konsistent in sp (g) sind, gilt π1u = π2u für u ∈ sp (g).

τu = π−1
1 π2u

= π−1
1 π1u = u

Wegen der Symmetrie und Rigidität induziert τ einen eindeutigen Automorphismus τ̂

im Schaltkreis C. Weil τ die Elemente von sp (g) �xiert, �xiert τ̂ auch das Gate g:

τ ∈ StabU (sp (g))

⊆ StabC (g)

Damit ist Gleichung 7.1 bewiesen:

C
[
π−1

2 A
]

(g) = C
[
τπ−1

2 A
]

(τ̂ g)

= C
[
τπ−1

2 A
]

(g)

= C
[
π−1

1 A
]

(g)

Da τ̂ g = g, muss auch τ̂H = H auch für die Vorgänger gelten. Auÿerdem hat τ̂h für alle
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7.3 Rekursive Auswertung der Schaltkreise

h ∈ H die gleiche Anzahl von Kanten zu g wie h:

C
[
π−1

1 A
]

(h) = C
[
τπ−1

2

]
(τ̂h)

W (h, g) = W (τ̂h, g)

f.a. h ∈ H

Es folgt die Gleichung 7.2 für das Gewicht der mit 1 belegten Vorgänger von g:∑
h∈H
W (h, g) · C

[
π−1

1 A
]

(h) =
∑
h∈H
W (h, g) · C

[
π−1

2 A
]

(h)

De�nition 7.12. Für jedes Gate g des Schaltkreises C über dem Universum U beschreiben

wir nun die Menge der verschiedenen Bijektionen π ∈ Bij (U,A), für die C
[
π−1A

]
(g) = 1.

Per Satz 7.11 müssen nur deren Reduktionen auf sp (g) betrachtet werden. Sei EV (g)

die Menge dieser Abbildungen:

EV (g) :=
{
π|sp(g) | π ∈ Bij (U,A) , C

[
π−1A

]
(g) = 1

}
Für jede injektive Funktion ρ : sp (g) → A sei Ext (ρ) die Menge der zu ρ konsistenten

Erweiterungen π : U → A :

Ext (ρ) :=
{
π ∈ Bij (U,A) | π ∼sp(g) ρ

}
Zusätzlich beschreiben wir für jeden Vorgänger h ∈ H von g und jede injektive Funk-

tion ρ : sp (g) → A die Menge Red (ρ, h) der unterschiedlichen sp (h)-Reduktionen von

Erweiterungen von ρ:

Red (ρ, h) :=
{
π|sp(h) | π ∈ Ext (ρ)

}
Behauptung 7.13. (nach Behauptung 28 aus [1]) Sei π ∈ Bij (U,A) beliebig, und sei

ρπ := π|sp(g) die Reduktion von π auf sp (g). Dann gilt:

r (π) :=
∑
h∈H
W (h, g) C

[
π−1A

]
(h) =

∑
h∈H
W (h, g)

|Red (ρπ, h) ∩ EV (h)|
|Red (ρπ, h)|

(7.3)

Beweis. Nach Gleichung 7.2 ist r (π′) :=
∑

h∈HW [h, g] C
[
π′−1A

]
(h) für alle π′ ∈ Ext (ρπ)

gleich, so dass |Ext (ρπ)| r (π) =
∑

π′∈Ext(π) r (π′) gilt.
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Weiterhin können wir für jeden Vorgänger h ∈ H die Bijektionen aus Ext (ρπ) in Äquiv-

alenzklassen bezüglich der sp (h)-Konsistenz zu einer Belegung ρ′ ∈ Red (ρπ, h) parti-

tionieren:

|Ext (ρπ)| r (π) =
∑
h∈H
W (h, g)

∑
π′∈Ext(ρπ)

C
[
π′−1A

]
(h)

=
∑
h∈H
W (h, g)

∑
ρ′∈Red(ρπ ,h)

∑
π′∈Ext(ρπ)
π′∼sp(h)ρ

′

C
[
π′−1A

]
(h)

Nach der De�nition der Menge EV (h) gilt für alle Belegungen π′ : U → A, dass

C
[
π′−1A

]
(h) = 1 genau dann wenn π′|sp(h) ∈ EV (h). Daher können wir [EV (h)] (ρ′) ∈

{0, 1} einfach mit der Gröÿe von
{
π′ ∈ Ext (ρπ) | π′ ∼sp(h) ρ

′} multiplizieren:

|Ext (ρπ)| r (π) =
∑
h∈H
W (h, g)

∑
ρ′∈Red(ρπ ,h)

∑
π′∈Ext(ρπ)
π′∼sp(h)ρ

′

[EV (h)]
(
ρ′
)

=
∑
h∈H
W (h, g)

∑
ρ′∈Red(ρπ ,h)

[EV (h)]
(
ρ′
) ∣∣{π′ ∈ Ext (ρπ) , π′ ∼sp(h) ρ

′}∣∣
Weil die Partitionierung Ext (ρπ) =

⊎
ρ′∈Red(ρπ ,h)

{
π′ ∈ Ext (ρπ) , π′ ∼sp(h) ρ

′} die Menge

Ext (ρπ) in isomorphe Klassen teilt, gilt
∣∣{π′ ∈ Ext (ρπ) , π′ ∼sp(h) ρ

′}∣∣ = |Ext(ρπ)|
|Red(ρπ ,h)| für

ρ′ ∈ Red (ρπ, h).

|Ext (ρπ)| r (π) =
∑
h∈H
W (h, g)

∑
ρ′∈Red(ρπ ,h)

[EV (h)]
(
ρ′
) |Ext (ρπ)|
|Red (ρπ, h)|

=
∑
h∈H
W (h, g)

∑
ρ′∈Red(ρπ ,h)∩EV(h)

|Ext (ρπ)|
|Red (ρπ, h)|

=
∑
h∈H
W (h, g)

|Red (ρπ, h) ∩ EV (h)| |Ext (ρπ)|
|Red (ρπ, h)|

r (π) =
∑
h∈H
W (h, g)

|Red (ρπ, h) ∩ EV (h)|
|Red (ρπ, h)|

Wir verwenden nun die Ordnung von U = [1, n] und legen fest: Sei Ū := (1, · · · , n),

und s̄p (g) das geordnete Tupel der Elemente von sp (g). Für ā ∈ A|sp(g)| de�nieren wir

die Abbildung ρā :=
( ¯sp (g)→ ā

)
. Sei Ēxt (ā) ⊆ An die Relation der n-Tupel πŪ für
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π ∈ Ext (ρā), sei R̄ed (ā, h) ⊆ A|sp(h)| die Relation der Tupel ρ′s̄p (h) für ρ′ ∈ Red (ρā, h),

und sei ĒV (g) ⊆ A|sp(g)| die Relation der Tupel ρs̄p (g) für ρ ∈ EV (g).

Ēxt (ā) :=
{
πŪ | π ∈ Ext (s̄p (g) 7→ ā)

}
ĒV (g) := {ρs̄p (g) | ρ ∈ EV (g)}

Wir werden nun für jedes Gate g ∈ G mit den Vorgängern H ⊆ G die Menge ĒV (g)

rekursiv durch
(
ĒV (h)

)
h∈H und A de�nieren.

Fall 1. Falls g eine Konstante mit Σ (g) ∈ {0,1} ist, dann ist sp (g) = ∅, da g von allen

Automorphismen �xiert wird. In diesem Fall gilt:

ĒV (g) =

∅ falls Σ (g) = 0

{〈〉} falls Σ (g) = 1

Fall 2. Falls g ein relationales Input mit Σ (g) = Rt̄, R/k ∈ σ und t̄ ∈ sp (g)k ist, dann

gilt:

ĒV (g) = RA ∩
{
ρāt̄ | ā ∈ A|sp(g)|

}
Fall 3. Falls Σ (g) = AND ist, dann gilt für jedes Tupel ā ∈ A|sp(g)| , dass ρā ∈ EV (g)

genau dann wenn jede zu ρā konsistente Bijektion π ∈ Ext (ρā) alle Vorgänger

h ∈ H erfüllt:

ā ∈ ĒV (g) ⇔
∑
h∈H
W (h, g) C

[
π−1A

]
(h) =

∑
h∈H
W (h, g)

f.a. π ∈ Ext (ρā)

Beziehungsweise nach Behauptung 7.13:

ā ∈ ĒV (g)⇔
∑
h∈H
W (h, g)

∣∣R̄ed (ā, h) ∩ EV (h)
∣∣∣∣R̄ed (ā, h)

∣∣ =
∑
h∈H
W (h, g)

Dies ist gleichbedeutend mit Red (ρā, h) ⊆ EV (h). Demnach gilt:

ĒV (g) =
{
ā ∈ A|sp(g)| | R̄ed (ā, h) ⊆ ĒV (h) f.a. h ∈ H

}
Fall 4. Falls Σ (g) = OR ist, dann ist ā ∈ ĒV (g) genau dann wenn mindestens eine
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Bijektion π ∈ Ext (ρā) mindestens einen Vorgänger h ∈ H erfüllt:∑
h∈H

∣∣R̄ed (ā, h) ∩ EV (h)
∣∣ > 0

ĒV (g) =

{
ā ∈ A|sp(g)| | ∅ 6=

⋃
h∈H

R̄ed (ā, h) ∩ ĒV (h)

}

Fall 5. Falls Σ (g) = MAJ ist, dann ist ā ∈ ĒV (g) genau dann wenn mindestens die

Hälfte der Vorgänger erfüllt sind:

ā ∈ ĒV (g)⇔
∑
h∈H
W (h, g)

∣∣R̄ed (ā, h) ∩ ĒV (h)
∣∣

|Red (ā, h)|
>

1

2

∑
h∈H
W (h, g)

Fall 6. Falls Σ (g) = NOT, dann hat g per De�nition des Schaltkreises genau einen

Vorgänger h, es gilt sp (g) = sp (h) und C
[
π−1A

]
(g) = 1− C

[
π−1A

]
(h). Also:

ĒV (g) = A|sp(g)|\ĒV (h)

Die vom Schaltkreis C berechnete Anfrage qC ist äquivalent zu der folgenden Relation:

qC (A) :=
{
ā ∈ Ak | ex. t̄ ∈ Uk mit ā ∈ ĒV (Ω (t̄))

}
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7.4 Kodierung durch Fixpunktlogik

Die beschriebenen Relationen ĒV werden nun verwendet, um die Auswertung jedes

Schaltkreises durch eine Formel der Fixpunktlogik zu de�nieren.

Lemma 7.14. Sei (Cn)n∈N eine k-stellige, symmetrische, P -uniforme (σ,B)-Schaltkreisfamilie.

Für B = Bstd existiert eine (LFP + ORD) [σ]-Formel ϕ (beziehungsweise für B = Bmaj

eine (LFP + ORD + C) [σ]-Formel ϕ, so dass für n ∈ N und A ∈ FIN(n) (σ) die Formel

ϕ (x̄) die gleiche Anfrage de�niert wie Cn:

qCn (A) = qϕ (A)

In diesem Abschnitt wird hauptsächlich die Folgerung aus Abschnitt 4.4 von [1] über-

nommen.

7.4.1 De�nition des Schaltkreises

Wenn die Schaltkreisfamilie (inklusive der rigiden Umformung) von einer P -Turingmaschine

berechnet wird, existiert nach dem Immerman-Vardi-Theorem[26, 13] und Lemma 7.3

eine Sammlung von (LFP + ORD) [σ]-Formeln Φ, die auf einer Struktur A ∈ FIN(n) (σ)

ausgewertet den Schaltkreis Cn beschreiben.

Φ :=
(
ϕG, ϕW , ϕΩ, (ϕφ)φ∈B]{0,1,NOT} , (ϕR)R∈σ

)
Für n < n0 gibt es nur eine endliche Anzahl von festen Schaltkreisen Cn endlicher Gröÿe,

mit einer endlichen Anzahl von Isomorphietypen von Strukturen aus FIN(n) (σ). Daher

kann die Anfrage auf diesen Strukturen durch eine einzige FO [σ]-Formel de�niert werden.

Wir befassen uns nur mit den Schaltkreisen (Cn)n>n0
, so dass |Cn| 6 nc.

Sei fG : G → [1, n]c eine geeignete Kodierung der höchstens nc Gates von Cn, und
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

fW : [0, nc]→ [0, n]c eine Kodierung von Zahlen, so dass für ḡ, h̄, w̄ ∈ [0, n]c gilt:

A |= ϕG [ḡ] ⇔ f−1
G ḡ ∈ G

A |= ϕW
[
h̄ḡw̄

]
⇔ W

(
f−1
G h̄, f−1

G ḡ
)

= f−1
W w̄

A |= ϕΩ [t̄ḡ] ⇔ Ωt̄ = f−1
G ḡ

für t̄ ∈ [1, n]k

A |= ϕφ [ḡ] ⇔ Σ
(
f−1
G ḡ

)
= φ

fürφ ∈ B ] {0,1, NOT}

A |= ϕR [ḡx̄] ⇔ Σ
(
f−1
G ḡ

)
= Rx̄

fürR/m ∈ σ, x̄ ∈ [1, n]m

Nur für ein MAJ-Gate g benötigen wir die genaue Vielfachheit der Kante (h, g). Der

Einfachheit halber de�nieren wir daher die Formel ϕ′W , die nur prüft, ob W (h, g) > 0.

ϕ′W
(
h̄ḡ
)

:= ∃n̄

(
ϕW

(
h̄ḡn̄

)
∧ ∃x

c∨
i=1

¬ni 6 x

)

Nach Lemma 7.8 ist die Bestimmung der Trägermengen sp (g) und Orbits in P . Daher

existiert auch eine LFP + ORD [σ]-Formel ϕsp, so dass gilt:

A |= ϕsp [ḡu] ⇔ A |= ϕG [ḡ] undu ∈ sp (g)

f.a. ḡu ∈ [1, n]c+1

Ferner existieren für i ∈ [0, d] die Formeln ϕsize,i, die Gröÿe von sp (g) mit i vergleichen:

A |= ϕsize,i [ḡ]⇔ |sp (g)| = i

Schlieÿlich de�nieren wir die Ordnung der Elemente s̄p (g) mit den folgenden Formeln

(hier sind ḡ, u, v, w ∈ var Variablen):

ϕsp,1 (ḡu) := ϕsp (ḡu) ∧ ∀v (ϕsp (ḡu)→ u 6 v)

ϕsp,i+1 (ḡu) := ϕsp (ḡu) ∧ ∃v (¬ (ϕsp,i (ḡv)→ u 6 v) ∧ ∀w (ϕsp (ḡw)→ (w 6 v ∨ u 6 w)))

7.4.2 Auswertung des Schaltkreises

Per Korollar 6.21 ist |sp (g)| 6 sp (Cn) = d. Wir füllen alle Relationen ĒV (g) mit �0� auf

eine einheitliche Länge d auf. (Unsere De�nition der LFP + ORD-Logik verwendet im
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7.4 Kodierung durch Fixpunktlogik

Gegensatz zu [1] nur einen Variablentyp, so dass jede Variable x ∈ var mit einem Wert

β (x) ∈ A ] [0, n] belegt werden kann.)

EV (g) :=
{
ā′ | ā′ ∈ ĒV (g)× {0}d−|sp(g)|

}
Wir de�nieren die Relation EVAL ⊆ [0, n]c × (A ] {0})d de�nieren, so dass ḡā ∈ EVAL

genau dann ḡ = fGg und ā ∈ EV (g), beziehungsweise
(
a1, · · · , a|sp(g)|

)
∈ ĒV (g).

EVAL :=
{

(fGg) ā | g ∈ G, ā ∈ EV (g)
}

Als erstes müssen wir für ein Tupel ā ∈ (A ] [0, n])d und ein Gate g prüfen, ob es eine

gültige Abbildung von π : sp (g) → A repräsentiert. Dafür müssen wir die Gröÿe von

|sp (g)| bestimmen, die Injektivität des Tupels
(
a1, · · · , a|sp(g)|

)
∈ A|sp(g)| prüfen, und für

den Rest des Tupels
(
a|sp(g)|+1, · · · , ad

)
= 0̄ sicherstellen.

ϕA (x) := ¬∃y x 6 y

ϕ0 (x) := ∀y (¬ϕA (y)→ x 6 y)

ϕvalid,k (x̄) :=
∧

16i<j6k

(ϕA (xi) ∧ ¬xi = xj)
∧

i∈[k+1,d]

ϕ0 (xi)

ϕvalid (ḡx̄) :=
∧

i∈[0,d]

(ϕsize,i (ḡ)→ ϕvalid,i (x̄))

Nun de�nieren wir die folgende LFP + ORD-Formel ϕ∼ (ūv̄x̄ȳ), die für eine Belegung

β entscheidet, ob für die Gates g = f−1
G βū und h = f−1

G βv̄ die Abbildungen π1 :=

(s̄p (g) 7→ βx̄) und π2 := (s̄p (h) 7→ βȳ) gültig und mit π1 ∼sp(g)∩sp(h) π2 zwischen den

Gates g und h konsistent sind.

ϕ∼ (ūv̄x̄ȳ) := ϕvalid (ūx̄) ∧ ϕvalid (v̄ȳ)

∧
∧

i,j∈[1,k]

∀w ((ϕsp,i (ūw) ∧ ϕsp,j (v̄w))→ xi = yj)

∧
∧

i,j∈[1,k]

∀w1∀w2 ((ϕsp,i (ūw1) ∧ ϕsp,j (v̄w2) ∧ xi = yj)→ w1 = w2)

Zuletzt konstruieren wir die LFP + ORD [σ]-Formeln ψs (ūx̄), die für eine Belegung β

mit f−1
G β (ḡ) = g und Σ (g) = s beziehungsweise s = R und Σ (g) = Rt̄ entscheiden, ob

85



7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

β (ūv̄) ⊆ EVAL. Die Formeln für 0 und 1 sind trivial:

ψ0 (ūx̄) := ¬x1 = x1

ψ1 (ūx̄) := x1 = x1

Für relationale Inputs mit Σ (g) = Rt̄müssen wir mit der Formel ϕR (ūx̄) die Beschriftung

t̄ ∈ Uar(R) bestimmen, das Tupel πt̄ = ā ∈ Aar(R) �nden, dass auf die gegebene Abbildung

π := (s̄p (g) 7→ βx̄) passt, und dann prüfen ob ā ∈ RA ist.

ψR (ūx̄ȳ) := ∃ȳ∃z̄

ϕR (ūȳ) ∧Rz̄ ∧
∧

i∈[1,k]
j∈[1,d]

ϕsp,j (ūyi)→ zi = xj


fürR/k ∈ σ

Für Σ (g) ∈ {AND, OR, NOT}müssen wir über alle Vorgänger h von g und alle zu der gegebe-
nen Abbildung π := (s̄p (g) 7→ ā) passenden Abbildungen π′ ∈ R̄ed (π, h) quanti�zieren,

und diese mit dem entsprechenden Operator aggregieren:

ψOR (ūx̄) := ∃v̄∃ȳ
(
ϕ′W (v̄ū) ∧ ϕ∼ (ūv̄x̄ȳ) ∧ EVAL (v̄ȳ)

)
ψAND (ūx̄) := ∀v̄∀ȳ

((
ϕ′W (v̄ū) ∧ ϕ∼ (ūv̄x̄ȳ)

)
→ EVAL (v̄ȳ)

)
ψNOT (ūx̄) := ∀v̄∀ȳ

((
ϕ′W (v̄ū) ∧ ϕ∼ (ūv̄x̄ȳ)

)
→ ¬EVAL (v̄ȳ)

)
(Ein NOT-Gate behandeln wir hier wie ein NOR-Gate - da wir bei der De�nition des

Schaltkreises gefordert haben, dass es nur einen Vorgänger hat, macht das keinen Unter-

schied.)

Für die MAJ-Gates verwenden wir die Tatsache, dass die LFP + ORD-Logik Arithmetik

unterstützt:

ψsucc (x, y) := ¬y 6 x ∧ ∀z (z 6 x ∨ y 6 z)

ϕsucc (x̄ȳ) :=
k∨
i=1

i−1∧
j=1

xi = yi ∧ ψsucc (xi, yi) ∧
k∧

j=i+1

(xj = n ∧ yj = 0)

ϕ+ (x̄ȳz̄) :=
[
lfpXūv̄ (ū = 0̄ ∧ v̄ = x̄) ∨

(
Xū′v̄′ ∧ ϕsucc

(
ū′ū
)
∧ ϕsucc

(
v̄′v̄
))]

(ȳz̄)

ϕ× (x̄ȳz̄) :=
[
lfpXūv̄ (ūv̄ = 0̄) ∨

(
Xū′v̄′ ∧ ϕsucc

(
ū′ū
)
∧ ϕ+

(
v̄′x̄v̄

))]
(ȳz̄)

ϕexp (x̄ȳz̄) :=
[
lfpXūv̄ (ūv̄ = 1̄) ∨

(
Xū′v̄′ ∧ ϕsucc

(
ū′ū
)
∧ ϕ×

(
v̄′x̄v̄

))]
(ȳz̄)

Für eine Formel ψ (x̄ūȳ), die mit einem Parameter x̄ eine Funktion q : [0, nc] → [0, nc]
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7.4 Kodierung durch Fixpunktlogik

mit A |= ψ [ā, fW (i) fW (qi)] berechnet, können wir die Summe
∑nc

i=0 qi berechnen:

ϕψ(x̄)
sum (z̄) :=

[
lfpXūv̄ (ūv̄ = 0̄) ∨

(
Xū′v̄′ ∧ ϕsucc (ū′ū)

∧ψ (x̄ūȳ) ∧ ϕ+ (v̄′ȳv̄)

)]
(n̄z̄)

Wir möchten gerne die erfüllenden Belegungen für (EVAL (v̄ȳ) ∧ ϕ∼ (ūv̄x̄ẏ)) zählen. Lei-

der benötigen wir dafür einen k-stelligen Zählquantor ∃=m̄ȳ, den die De�nition der Zäh-

lerweiterung L+Υ+C nicht zulässt. Speziell in der Fixpunktlogik (selbst mit disjunkter

numerischer Erweiterung) gibt es aber eine Reduktion auf den einstelligen Zählquantor:

Satz 7.15. Grädel und Otto (1993)[9]

Jede Formel der LFP+Ck mit k-stelligen Zählquantoren ist auch in LFP+C ausdrückbar.

Die Formel ψeval wird daher bedenkenlos mit dem Quantor ∃=m̄ȳ geschrieben:

ψeval (ūx̄v̄m̄) := ∃=m̄ȳ (EVAL (v̄ȳ) ∧ ϕ∼ (ūv̄x̄ȳ))

Nun de�nieren wir die Operation des MAJ-Gates wie folgt. Hierbei zählt ψeval die passenden,

erfüllenden Belegungen eines Vorgängers; ψweight multipliziert diese mit dem Kantengewicht

W (h, g). ψcount und ψtotal arbeiten analog mit allen passenden Belegungen. Schlieÿlich

prüft ψMAJ, ob die gewichtete Summe aller erfüllenden Belegungen mindestens die Hälfte

der gewichteten Summe aller passenden Belegungen erreicht.

ψweight (ūx̄v̄n̄) := ∃m̄∃w̄ (ϕW (v̄ūw̄) ∧ ψeval (ūv̄x̄m̄) ∧ ϕ× (m̄w̄n̄))

ψcount (ūx̄v̄m̄) := m̄ = #ȳ ϕ∼ (ūv̄x̄ȳ)

ψtotal (ūx̄v̄n̄) := ∃m̄∃w̄ (ϕW (v̄ūw̄) ∧ ψtotal (ūv̄x̄m̄) ∧ ϕ× (m̄w̄n̄))

ψMAJ (ūx̄) := ∃w̄∃ȳ∃z̄
(
ϕ
ψweight(ūx̄)
sum (w̄) ∧ ϕ+ (w̄w̄ȳ) ∧ ψϕtotal(ūx̄)

sum (z̄) ∧ ȳ 6 z̄
)

Dies entspricht der De�nition von EV (g) für MAJ-Gates aus dem vorhergehenden Ab-

schnitt:

A |= ψMAJ [ḡā] ⇔ 2
∑
h∈H
W
(
h, f−1

G ḡ
) ∣∣R̄ed (ā, h) ∩ ĒV (h)

∣∣ >∑
h∈H
W
(
h, f−1

G ḡ
) ∣∣R̄ed (ā, h)

∣∣
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Die verschiedenen Auswertungs-Formeln werden zusammengefügt:

ϕEVAL (ūx̄) := ϕvalid (ūx̄) ∧∧
s∈B]{0,1,NOT}

(ϕs (ū)→ ψs (ūx̄))

∧
R/k∈σ

(∃t̄ϕR (ūt̄)→ ψR (ūx̄))

Zum Schluss formulieren wir eine Formel, die für ein gegebenes Anfragetupel βx̄ ∈ Ak

wie folgt vorgeht: Finde ein Tupel t̄ ∈ Uk, das Gate g = Ω (t̄) und eine gültige Abbildung

π :=
(
s̄p (g) 7→ b̄

)
, so dass βxj = bi genau dann wenn s̄p (g)j = ti, und prüfe, ob b̄ ∈

ĒV (g) gilt.

ϕ (x̄) := ∃t̄∃ū∃z̄ (

ϕΩ (ūt̄) ∧ ψvalid (ūz̄)

∧
∧

i∈[1,k]
j∈[1,d]

(ψsp,j (ūti)→ zi = xi)

∧
[
lfpEVAL,ūx̄ψEVAL

]
(ūz̄)

)

7.4.3 P/poly-uniforme Schaltkreise

Für eine P/poly-uniforme Schaltkreisfamilie ersetzen wir die Formeln Φ (siehe Abschnitt

7.4.1) durch ARB-Prädikate, die den Schaltkreis festlegen. Der Abschnitt 7.4.2 bleibt

davon unberührt, und wir beweisen:

Lemma 7.16. Sei (Cn)n∈N eine k-stellige, rigide, symmetrische, P/poly-uniforme (σ,B)-

Multischaltkreisfamilie. Für B = Bstd existiert eine (LFP + ARB) [σ]-Formel ϕ (beziehungsweise

für B = Bmaj eine (LFP + ARB + C) [σ]-Formel ϕ, so dass für n ∈ N und A ∈
FIN(n) (σ) die Formel ϕ (x̄) die gleiche Anfrage de�niert wie Cn.

7.5 Schaltkreise konstanter Tiefe

Lemma 7.17. Sei (Cn)n∈N eine symmetrische, (σ,B)-Schaltkreisfamilie mit konstanter

c-Tiefe und nc-Gröÿe. Es existiert eine (FO + Υ) [σ]-Formel ϕ, so dass für n ∈ N und

A ∈ FIN(n) (σ) die Formel ϕ (x̄) die gleiche Anfrage de�niert wie Cn.

Wenn (Cn)n∈N LOGSPACE-uniform ist, so ist Υ = BIT, ansonsten ist Υ = ARB.
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7.5 Schaltkreise konstanter Tiefe

Hierfür stellen wir zunächst eine alternierende Normalform für den Schaltkreis Cn her:

1. Jedes Gate hat nur einen Nachfolger.

2. Jedes AND-Gate ist Vorgänger eines OR-Gates, und umgekehrt.

3. Jedes Input ist Vorgänger eines OR-Gates oder eines NOT-Gates.

4. Jedes Output ist mit AND markiert.

5. Alle Wege von einem negierten Input zu einem Output haben die Länge 4c+ 1.

6. Alle Wege von einem nicht-negierten Input zu einem Output haben die Länge 4c.

Die Normalform wird durch den Algorithmus 7.4 berechnet. Der Algorithmus benötigt

T · log (|G|) 6 4c2 · log n Speicherplatz, weil die Rekursionstiefe mit T 6 4c konstant

beschränkt ist. Damit läuft der Algorithmus in LOGSPACE.

Die (nicht rigide) alternierende Normalform eines rigiden, symmetrischen Schaltkreises

hat immer noch einen eindeutigen Automorphismus π̂ ∈ AutC′ für jede Permutation

π ∈ SymU . Per Induktion über die Tiefe sehen wir, dass für jedes Gate g ∈ G, jeden

Vorgänger h von G und jede Permutation π ∈ SymU gilt: Wenn π̂g ∈ G eindeutig ist,

dann ist es auch π̂h.

Wenn die Schaltkreisfamilie (inklusive der rigiden Umformung, und deren Normalform)

von einer LOGSPACE-Turingmaschine berechnet wird, existiert nach Immerman[15] eine

Sammlung von FO+BIT-Formeln Φ, die auf A ∈ FIN(n) (ϕ) ausgewertet den Schaltkreis

Cn beschreiben:

Φ :=
(
ϕG, ϕW , ϕΩ, (ϕφ)φ∈B]{0,1,NOT} , (ϕR)R∈σ

)
(Wenn die Schaltkreisfamilie nur P/poly-uniform ist, dann ersetzen wir Φ stattdessen

durch entsprechend gewählte ARB-Prädikate.)

Hierbei sei fG : G → [1, n]d eine geeignete Kodierung der höchstens nd Gates von Cn,
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

Algorithmus 7.4 Normalform für Schaltkreise konstanter Tiefe
NF(i, g, g′, state):

Falls Σ (g) = NOT:

Finde den Vorgänger h von g.
Fahre fort mit NF(i, h, g,¬state) und brich ab.

Gib g als neues Gate aus.

Falls i gerade ist und Σ (g) = AND:

Sei g′′ ein Gate mit Σ (g′′) = OR.

Gib g′′ und die Kanten (g, g′′) , (g′′, g′) aus.

Falls i ungerade ist und Σ (g) = OR:

(Analog mit Σ (g′′) = AND.)

Falls Σ (g) = Rt̄ oder Σ (g) ∈ {0,1}:
Falls state = False und Σ (g) ∈ {0,1}:

Kehre Σ (g) um und setze state← True.

Falls state = True:

Erzeuge einen alternierenden Weg der Länge 4c−
i von g zu g′.

Sonst:

Verbinde g mit einem NOT-Gate g′′.
Erzeuge einen alternierenden Weg der Länge 4c−
i von g′′ zu g′.

Für jeden Vorgänger h von g:

NF(i+ 1, h, g, state)

Main:

Für g ∈ G:
Falls g keine Nachfolger hat:

Sei g′ ein neues AND-Gate.

Gib g′ aus.
Für t̄ ∈ Uk:
Gib Ω (t̄) = g′ aus.

NF(1, g, g′).
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7.5 Schaltkreise konstanter Tiefe

und fW :
[
1, nd

]
→ [1, n]d eine Kodierung von Zahlen, so dass für ḡ, h̄, w̄ ∈ [0, n]d:

A |= ϕG [ḡ] ⇔ f−1
G (ḡ) ∈ G

A |= ϕW
[
h̄ḡw̄

]
⇔ W

(
f−1
G

(
h̄
)
, f−1
G (ḡ)

)
= f−1

W (w̄)

A |= ϕΩ [t̄ḡ] ⇔ Ω (t̄) = f−1
G (ḡ)

für t̄ ∈ [1, n]k

A |= ϕφ [ḡ] ⇔ Σ
(
f−1
G (ḡ)

)
= φ

fürφ ∈ B ] {0,1, NOT}

A |= ϕR [ḡx̄] ⇔ Σ
(
f−1
G (ḡ)

)
= Rx̄

fürR/m ∈ σ, x̄ ∈ [1, n]m

ϕ′W
(
h̄ḡ
)

:= ∃n̄

(
ϕW

(
h̄ḡn̄

)
∧ ∃x

c∨
i=1

¬ni 6 x

)

Da auch die Algorithmen 7.2 und 7.3 in LOGSPACE den Automorphismus und die

Träger und Orbits berechnen, existiert eine FO + BIT-Formel ϕsp (ūx), die von β auf

A ∈ FIN(n) (σ) erfüllt wird, falls βx ∈ sp
(
f−1
G ū

)
.

Analog zu Abschnitt 7.4.1 können wir daraus auch die FO + BIT-Formeln ϕsize,i und

ϕsp,i erzeugen. Ebenso sind die Formeln ϕvalid und ϕ∼ und ϕR aus Abschnitt 7.4.2 nun

in FO + BIT de�nierbar, da sie ihren Teilformeln selbst keine Fixpunkt-Operatoren

hinzufügen.

Die Formel ϕEVAL (ū1z̄1) quanti�ziert nun über jeden Weg von einem Input zu dem Out-

put g1 = f−1
G ū1, und prüft dann für jeden Schritt, ob eine korrekte Kante (gi+1, gi) ∈W

mit gi = f−1
G ūi gewählt wurde, und ob die Abbildungen (s̄p (gi) 7→ x̄i) und (s̄p (gi+1) 7→ x̄i+1)
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7 Von Schaltkreisfamilien zu Formeln

konsistent sind.

ϕEVAL (ū1z̄1) := (∀ū2i∀x̄2i∃ū2i+1∃x̄2i+1)16i62c (

4c∧
i=1

(
ϕ′W (ūi+1ūi) ∧ ϕ∼ (ūiūi+1x̄ix̄i+1)

)
∧∧

R∈σ
(∃t̄ϕR (ū4c+1t̄)→ ψR (ū4c+1x̄4c+1)) ∧

∀ū′(
(
ϕ′W

(
ū′ū4c+1

)
∧ ϕNOT

(
ū′
))
→∧

R∈σ

(
∃t̄ϕR

(
ū′t̄
)
→ ¬ψR

(
ū′x̄′

))
) ∧∧
s∈{0,1}

(ϕs (ū4c+1)→ ψs (ū4c+1x̄))

)

Nun berechnet ϕEVAL (ū1z̄1) für ein Output-Gate g1 = f−1
G ū1 die Auswertung mit einer

Abbildung π := (s̄p (g) 7→ z̄1). Analog zum Abschnitt 7.4.2 wird nun die Formel ϕ (x̄)

de�niert, die ein passendes Output-Gate und die richtige Abbildung �ndet:

ϕ (x̄) := ∃t̄∃ū∃z̄ (

ϕΩ (ūt̄) ∧ ψvalid (ūz̄)

∧
∧

i∈[1,k]
j∈[1,d]

(ψsp,j (ūti)→ zi = xi)

∧ϕEVAL (ūz̄)

)

Damit wird die Auswertung jedes Schaltkreises Cn durch die Formel ϕ de�niert, und das

Lemma 7.17 ist bewiesen.

Für Schaltkreise mit Majority-Gates wird problematisch, dass wir die Reduktion aus Satz

7.15 nicht zur Verfügung haben. Es existiert zwar eine ähnliche Reduktion für FO; bei

dieser handelt es sich allerdings um die nicht-disjunkte Erweiterung.

Satz 7.18. Barrington et al. (1990)[22], Schweikardt (2005)[24]

Jede Formel der FO + Ck-Logik mit k-stelligen Zählquantoren kann durch eine Formel

der Logik FO (BIT) + C ausgedrückt werden.

Eine Reduktion auf die disjunkte FO +BIT+C-Logik scheint (wenn sie existiert) nicht

trivial.
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8 Grenzen der symmetrischen

Schaltkreisklassen

Die symmetrischen AC0-Schaltkreisfamilien beschreiben eine echte Teilmenge der Anfra-

gen, die durch AC0 de�nierbar sind.

Der Beweis benutzt die Charakterisierung aus Theorem 1.2 von symmetrischem AC0

durch die Logik FO+ARB, die Charakterisierung von AC0 durch die Logik inv (FO⊕ARB),

und ein Problem, dass die Ausdrucksstärke dieser beiden Logiken voneinander trennt.

Theorem 8.1. Immerman (1987)[14], Makowsky (1997)[20]

Die Klasse der AC0-de�nierbaren Anfragen ist äquivalent zu der Klasse der inv (FO⊕ARB)-

de�nierbaren Anfragen.

Für die Konstruktion der Formel (hier nur skizziert) wird jeder Schaltkreis in eine al-

ternierende Normalform der Tiefe d gebracht, in der jedes Gate nk Vorgänger hat. Die

nkd Wege von einem Input zu einem Output werden durch numerische Tupel kodiert (die

Relation dieser Wege ist ein numerisches Prädikat und daher in inv (FO⊕ARB)-Logik

verwendbar). Die Formel muss dann über jede der alternierenden Ebenen des Schaltkreis-

es quanti�zieren (mit ∃ für OR, und ∀ für AND), und berechnet so die Auswertung von

C.

Da per De�nition o�ensichtlich SAC0 ⊆ AC0 gilt, können wir mit FO + ARB ⊆ SAC0

direkt ablesen, dass FO + ARB in inv (FO⊕ARB) enthalten ist (und beweisen somit

Teil 1 des Theorems 1.3): Die Logik erster Stufe mit disjunktem ARB-Orakel ist nicht

stärker als die mit nicht-disjunktem Orakel.

Für den echten Einschluss (Teil 2 des Theorems 1.3) benötigen wir eine Anfrage, die in

inv (FO⊕ARB) beschreibbar ist, jedoch nicht in FO+ARB beschreibbar ist. Per Theo-

rem 1.2 ist diese Anfrage dann in AC0, aber per Theorem 1.2 nicht in SAC0 beschreibbar.

Dafür verwenden wir den Lokalitäts-Satz von Hanf.
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8 Grenzen der symmetrischen Schaltkreisklassen

Theorem 8.2. Der Satz von Hanf (Theorem 2.4.1 in [7])

Seien A,B ∈ FIN (σ), m ∈ N und r := 3m, und sei #A
r (a) := |{b ∈ A | a ∼r b}| die

Anzahl der r-ähnlichen Elemente zu a in B (und #B
r (a) analog in B). Sei e ∈ N so

gewählt, dass maxa∈A
(∣∣NA

r (a)
∣∣) ,maxb∈B

(∣∣NB
r (b)

∣∣) 6 e.
Nun gelte für jedes Element a ∈ A mindestens eine der folgenden Aussagen:

1. Die Anzahl der r-ähnlichen Elemente (siehe De�nition 2.16) zu a in A und B ist

gleich.

#A
r (a) = #B

r (a)

2. Die Anzahl der r-ähnlichen Elemente zu a in A und in B ist jeweils gröÿer als m·e.

#A
r (a) ,#B

r (a) > m · e

Dann gilt: A ≡m B (siehe De�nition 3.10).

Lemma 8.3. Es existiert eine Graph-Anfrage q, die in inv (FO⊕ARB)-de�nierbar ist,

aber nicht in FO + ARB beschreibbar ist.

Beweis. Sei C ⊆ FIN (E) die Klasse der Graphen A =
(
A,EA

)
für die gilt: A enthält

weniger als dlog |A|e viele nicht-isolierte Knoten.

Diese Anfrage ist durch einen inv (FO⊕ARB) [E]-Satz de�nierbar (siehe dazu Abschnitt

4.4 von [3]).

Annahme. Es existiere ein beliebiger (FO + ARB) [E]-Satz ϕC , der die Anfrage qC
de�niere.

Sei m := qr (ϕC) der Quantorenrang von ϕC , und o.B.d.A. sei m > 9. Wir de�nieren die

folgenden Graphen A,B ∈ FIN(2m
m

) (E) (siehe Abbildung 8.1):

A,B :=
[
1, 2m

m]
EA := {(i, i+ 1) | i ∈ [1,mm − 2]} ∪ {(mm − 1, 1)}

EB := {(i, i+ 1) | i ∈ [1,mm − 1]} ∪ {(mm, 1)}

Beide Strukturen bestehen aus 2m
m
Knoten, A enthält einen Kreis der Länge mm − 2,

und B einen Kreis der Länge mm. Damit gilt:

A ∈ C, B /∈ C
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mm−1

2m
m −mm + 1

mm

2m
m −mm

Abbildung 8.1: Zwei m-äquivalente Graphen A,B

A |= ϕC , B 6|= ϕC

O�ensichtlich besteht die 3m-Nachbarschaft jedes Knotens im Kreis aus einer 3m + 1

langen Kette, und die übrigen Knoten sind isoliert. Damit sind alle 3m-Nachbarschaften

kleiner als e := 3m + 2. Ferner hat jeder Knoten im Kreis mindestens mm − 1 > m ·
3m+7− 1 > m · e viele 3m-ähnliche Knoten in jedem Graphen, und jeder isolierte Knoten

ohnehin 2m
m −mm > mm viele 3m-ähnliche Knoten. Somit sind die Graphen A und B

nach dem Satz von Hanf m-äquivalent.

Der FO + ARB [σ]-Satz ϕ wird nicht auf A und B, sondern A ] ARB (n) und B ]
ARB (n) ausgewertet. Wir werden im folgenden sehen, warum das nicht hilft, denn nach

Satz 8.4 ist die m-Äquivalenz unter disjunkter Vereinigung abgeschlossen.

Da A ≡m B, und o�ensichtlich ARB (n) ≡m ARB (n), folgt somit A ]ARB (n) ≡m
B ]ARB (n), und es gilt, im Widerspruch zu der Annahme:

A |= ϕC ⇔ B |= ϕC

Satz 8.4. Seien σ1, σ2 beliebige Signaturen, A ≡m B zwei beliebige σ1-Strukturen und

A′ ≡m B′ zwei beliebige σ2-Strukturen.

Dann gilt A ] A′ ≡m B ]B′.

Um dies zu beweisen, verwenden wir den Satz von Ehrenfeucht, nach dem diem-Äquivalenz

von Strukturen gleichbedeutend ist mit der Existenz einer Gewinnstrategie für Duplicator
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8 Grenzen der symmetrischen Schaltkreisklassen

im Ehrenfeucht-Fraïssé-Spiel mit m Runden. Wir verwenden die De�nition des EF-Spiels

von Ebbinghaus und Flum (Abschnitt 2.2 von [7]).

Beweis. Es wird per A ≡m B und A′ ≡m B′ vorausgesetzt, dass Duplicator eine

Gewinnstrategie für jedes m′ 6 m-Runden-Spiel auf (A,B) und auf (A′,B′) hat. Im

Spiel auf (A ] A′,B ]B′) geht Duplicator wie folgt vor:

� Falls Spoiler einen Knoten ai ∈ A oder bi ∈ B wählt, so antworte mit dem

Gewinnzug aus dem Spiel auf (A,B).

� Falls Spoiler ai ∈ A′ oder bi ∈ B′ wählt, so antworte mit dem Gewinnzug aus dem

Spiel auf (A′,B′).

Nun betrachten wir die gespielten Tupel ā ∈ (A ∪A′)m und b̄ ∈ (B ∪B′)m, und die

induzierten Strukturen (A ] A′)|ā und (B ]B′)|b̄.

Wegen der Annahme induzieren ā und b̄ zwei partielle Isomorphismen mit
(
A|ā, ā|A

) ∼=(
B|b̄, b̄|B

)
und

(
A′|ā, ā|A′

)
∼=
(
B′|b̄, b̄|B′

)
. Nach Satz 2.14 ist der Isomorphismus abgeschlossen,

so dass gilt: (
A ] A′|ā, ā

)
∼=
(
B ]B′|b̄, b̄

)
Damit hat Duplicator das Spiel auf (A ] A′,B ]B′) gewonnen, und es folgt A ] A′ ≡m
B ]B′.

Die hier dargestellte Folgerung lässt sich allgemein auf jedes Paar von m-äquivalenten

Strukturen erweitern, solange die Strukturen die gleiche Gröÿe haben.

Korollar 8.5. Die Logik FO + ARB mit disjunktem Orakel kann nur Eigenschaften

ausdrücken, die bezüglich gleich groÿer Strukturen Hanf-lokal sind.

Die Bedingung der gleichen Gröÿe ist notwendig, denn o�ensichtlich ist zum Beispiel die

FO + ARB-de�nierbare Klasse Even nicht Hanf-lokal.
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9 Ausblick

Wir haben in Kapitel 5 gesehen, dass logische Formeln der ersten Stufe mit beliebigen

LOGSPACE-berechenbaren disjunkten numerischen Erweiterungen (insbesondere BIT)

sich durch symmetrische LOGSPACE-uniforme Schaltkreisfamilien beschreiben lassen.

Für die Fixpunkt-Logik LFP mit P -berechenbaren numerischen Prädikaten haben wir

die gleiche Reduktion auf symmetrische P -uniforme Schaltkreisfamilien gezeigt. In beiden

Fällen konnte ein Zählquantor durch Hinzunahme von Majority-Gates ausgedrückt wer-

den, und beliebige Erweiterungen (insbesondere ARB) durch Ausweitung auf P/poly-

Uniformität.

In Kapitel 7 haben wir gesehen, dass sich symmetrische, P -uniforme Schaltkreisfamilien

umgekehrt durch Fixpunkt-Logik mit disjunkter Ordnungserweiterung de�nieren lassen.

Auch hier wurde das Majority-Gate auf einen Zählquantor abgebildet, und die P/poly-

uniforme Schaltkreisklasse durch die ARB-Erweiterung de�niert.

Für die Logik der ersten Stufe haben wir dann den Kreis geschlossen und Schaltkreise

konstanter Tiefe auf FO + BIT reduziert. Die Erweiterung auf P/poly und FO + ARB

funktionierte problemlos analog zu der Fixpunkt-Logik, die Zähl-Erweiterung FO + C

jedoch nicht.

Zum Schluss haben wir in Kapitel 8 nachgewiesen, dass die symmetrischen Schaltkre-

isfamilien (zumindest bei konstanter Tiefe) echt weniger ausdrücken können als die all-

gemein invarianten Schaltkreisfamilien. Dazu wurde der Satz von Hanf verwendet, und

gezeigt, dass die Logik FO + ARB modulo der Struktur-Gröÿe Hanf-lokal ist, während

dies für die arb-invariante Logik inv (FO⊕ARB) nicht allgemein gilt [2].

Vermutlich gelten ähnliche Beziehungen auch für die symmetrischen Teile der übrigen

Schaltkreisklassen SBC, AC0 +MAJ und SBC+MAJ. Ein Lokalitäts-Beweis bietet sich

hier aber vermutlich nicht an, denn insbesondere wäre die im letzten Kapitel de�nierte

Anfrage bereits in FO + BIT + C de�nierbar:

ϕ := ∃x
(
∃=xy∃z (Eyz ∨ Ezy) ∧ ∃xmax

(
log6 (x, xmax) ∧ ∀y (xmax 6 y → xmax = y)

))
log6 :=

{
(m,n) ∈ N2 | 2m 6 n

}
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