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1 Einleitung

Eine relationale Anfrage an einen Graphen ist lokal, falls ihr Ergebnis nur von
einer eingeschrinkten Umgebung der Eingabe abhéingt. Bei der Auswertung ei-
ner Anfrage mit geringem Lokalitétsradius muss nur ein kleiner Teil des Graphen
betrachtet werden. Daher ist die Lokalitéit einer Anfrage relevant fiir die Kom-
plexitdt ihrer Auswertung.

In der Logik ist die Lokalitit ein niitzliches Werkzeug zur Bestimmung der Aus-
druckstirke. Die Existenz einer allgemeinen Schranke fiir den Lokalitétsradius
aller in einem Logiksystem beschreibbaren Anfragen ist ein Resultat von erheb-
licher Bedeutung: Anfragen kénnen in einer lokalen Logik als nicht ausdriickbar
klassifiziert werden, wenn gezeigt wird, dass sie die Schranke nicht einhalten.

Der Lokalitatsbegriff wurde 1982 von Gaifman gepriagt. Er wies nach, dass je-
de Formel der Prédikatenlogik der ersten Stufe (FO) eine Anfrage mit einem
konstanten Lokalitétsradius beziiglich der Gréfie von Strukturen beschreibt [6].
Daraus folgt die Nicht-Ausdriickbarkeit aller Anfragen, die keinen konstanten
Lokalitétsradius besitzen, wie zum Beispiel die Erreichbarkeit durch Wege belie-
biger Lénge.

Grohe und Schwentick wiesen 2000 die gleiche Schranke fiir die ordnungsinvari-
ante Logik der ersten Stufe nach [7]. Dieses Logiksystem erlaubt die Verwendung
eines Ordnungspradikats in Formeln, wobei die Auswertung der Formel invariant
beztiglich der gewihlten Ordnung ist. Obwohl das Logiksystem ausdrucksstérker
als FO ist, ist es also ebenfalls auf Anfragen mit konstanter Lokalitdt einge-
schrénkt.

In dieser Arbeit wird die invariante Logik der ersten Stufe unter Verwendung
beliebiger numerischer Priadikate (FO [arb]) betrachtet, darunter arithmetische
Operationen wie Addition und Multiplikation. Ein neues Lokalitdtsergebnis fiir
dieses Logiksystem folgt aus einem Ansatz der deskriptiven Komplexitatstheorie:
FO [arb] charakterisiert die Komplexititsklasse AC? aller Probleme, die durch
parallele boolesche Schaltkreise in konstanter Zeit berechnet werden kénnen [9].
Daher kann eine bereits bekannte untere Schranke fiir die Tiefe und Grofle boole-
scher Schaltkreise genutzt werden, um eine obere Schranke fiir die Lokalitéit von
FO [arb] zu erhalten [2].



1 FEinleitung
Ergebnisse

In Kapitel 2 werden zunéchst Grundbegriffe der Logik, Lokalitdt und der boole-
schen Schaltkreise eingefiihrt, und die verwendeten Notationen und Abkiirzungen
festgelegt. Unter anderem wird eine Kodierung definiert, die relationale Struktu-
ren als Bitstrings représentiert, damit relationale Anfragen als bindre Sprachen
modelliert werden kénnen.

Kapitel 3 charakterisiert die Schaltkreisklasse AC? durch das Logiksystem FO [arb].
Die Berechenbarkeit einer Graph-Anfrage in ACY folgt direkt aus ihrer Aus-
driickbarkeit als arb-invariante FO [arb]-Formel [9]. Dies wird bewiesen, indem
aus jeder FO [arb]-Formel eine #quivalente Schaltkreisfamilie konstanter Tiefe
und polynomieller Groéfle konstruiert wird. Zusétzlich wird als Teil der Um-
kehrrichtung gezeigt, dass jede in AC? berechenbare biniire Sprache durch einen
FO [arb]-Satz beschrieben werden kann.

Fiir Anfragen in FO [arb] und AC? wird in Kapitel 4 und 5 ein polylogarith-
mischer Lokalitdtsradius nachgewiesen [2]. Eine Reduktion von PARITY zeigt
nimlich, dass jede einstellige Formel ¢ Gaifman-lokal mit (logn)® fiir ein ¢ € N
sein muss, um die Verletzung einer unteren Schranke fiir das PARITY-Problem
zu vermeiden. Fiir mehrstellige Formeln wird analog die schwache Gaifman-
Lokalitét gezeigt.

Die Behandlung der starken Gaifman-Lokalitdt mehrstelliger Formeln erfolgt
durch eine Fallunterscheidung, die in dieser Arbeit zusammengefasst, aber nicht
durch einen Beweis formalisiert wird.

Ferner wird erklart, warum die nachgewiesene Schranke optimal ist: Fiir jede
spezifische polylogarithmische Schranke (logn)® existiert eine Formel, die nicht
(log n)“-lokal ist. Die Konstruktion dieser Formel wird informell beschrieben.

In Kapitel 6 wird eine Erweiterung von FO [arb] um zdhlende Quantoren be-
trachtet. Die Schaltkreisklasse ACC [p], die iiber ein Z#hlgatter modulo einer
Primzahl p verfiigt, wird durch das Logiksystem (FO+MOD,) [arb] charakteri-
siert [15] [16].

Diese Charakterisierung wird verwendet, um fiir einen speziellen Fall, (FO + MOD,,)-
Formeln mit p > 2, eine schwache polylogarithmische Gaifman-Lokalitdt nach-
zuweisen. Viele allgemeinere Félle sind noch immer offene Forschungsfragen.



2 Grundlagen

2.1 Notationen

Definition 2.1. Eine relationale Signatur sei eine Menge von Préidikaten belie-
biger Stelligkeit. Eine Struktur iiber einer Signatur o (eine o-Struktur) bestehe
aus einer Menge (dem Universum) und einer Interpretation, die jedem Pradikat
von o eine Relation auf dem Universum zuordnet [4].

Strukturen werden hier allgemein durch 2,8, &, - - - bezeichnet. Implizit wird fiir
eine o-Struktur 2 das Universum mit A, und die Interpretation jedes Pradikats
R € o mit R¥ bezeichnet. Eine {E}-Struktur 2 wird auch durch das Tupel
(A,Em) abgekiirzt.

Im Kontext dieser Arbeit werden nur Strukturen mit endlicher Grofie betrachtet.

Definition 2.2. Ein Isomorphismus 7 von einer o-Struktur 20 auf eine o-
Struktur B sei eine Abbildung 7 : A — B, so dass 7 (Rm) = R® fiir alle
Préadikate erfiillt sei. Eine solche Abbildung wird auch durch 7 : 2 = 9B definiert.

Fiir zwei Tupel a € A* und b € B* gelte (A, a) = (%, l_)), falls ein Isomorphismus
7 A =B mit 7 (a) = b existiert.

Notation. Ein endlicher Bereich der natiirlichen Zahlen wird durch [-] abgekiirzt.

Fiir jede natiirliche Zahl n € Nsei [n]={m eN : 1 <m <n}={1,--- ,n}.
Notation. Ist 5 € X* ein Tupel, so sei 5 = (s1,--- , s3). Fiir zwei Tupel 5 € X*
und € Yseis-t e (XUY)kH das Tupel (s1,---, sk, t1,--- ,tg). Fiir 5 € XF
und y € Y bezeichnen § -y und y - § respektive die Tupel (s, ,Sg,y) und
(y? §1,° " ask)‘

Definition 2.3. Eine Aufzdhlung einer endlichen Menge X sei eine Bijektion
f:X — [|X]]. Die zu f passende Ordnung <; C X? sei wie folgt:

<p={(my) € X® 1 fla) < fy)}

Umgekehrt sei fiir jede lineare Ordnung < € X? die zu < passende Aufzihlung
fe 1 X — [|X]] wie folgt:

fe@)=[{yeX : y<al}|

X
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Definition 2.4. Fiir eine Signatur ¢ mit einem Ordnungspridikat < sei eine
o-Struktur 2 geordnet, falls <21 eine lineare Ordnung auf der Struktur 2I ist.

Notation. Ein Wort @ = wy---w, € {0,1}" fir n € N wird als Bitstring
bezeichnet. Durch ||, € N wird die Anzahl der Einsen )" ; w; abgekiirzt.

Definition 2.5. Fiir jede Funktion f : N — N bezeichnen O (f) und Q (f) die
Klassen aller Funktionen, deren asymptotisches Wachstum jeweils von oben oder
von unten durch f beschrinkt sind. Fiir f,g : N — N bezeichnen f (O (g)) und

f(82(g)) die Klassen Uyepq) O (f (9') und Uyreqig) 2 (f (9)-

2.2 Graphen

Definition 2.6. Sei GRAPH eine Signatur mit einem zweistelligen Relationssym-
bol E. Ein gerichteter Graph 2 sei eine GRAPH-Struktur (V, Em), wobei V' die
Knotenmenge und E* die Kantenrelation des Graphen sind.

Definition 2.7. Eine k-stellige Graph- Anfrage ¢ sei die Zuordnung einer Re-
lation ¢ (2) € A* zu jedem Graphen 2, die unter Isomorphismen abgeschlossen
ist: Es gelte w (¢ (A)) = ¢ (7 (2()) fiir jeden Isomorphismus 7 auf 2.

Definition 2.8. Der Gaifman-Graph G (2) eines gerichteten Graphen 2 =
(V, Em) sei ein ungerichteter Graph, in dem zwei Knoten z,y € V genau dann
durch eine ungerichtete Kante {z,y} verbunden sind, falls (z,y) € E® oder
(y,z) € E*.

Die Distanzfunktion dist : V' x V — N sei eine partielle Funktion, die jedem
durch Wege verbundenen Knotenpaar x,y € V die Linge des kiirzesten Weges
zwischen x und y im Gaifman-Graph zuordnet. Die Funktion wird auf dist :
V* x V — N erweitert, wobei dist (Z,y) := min {dist (x;,y) : 1 <7< |Z|} sel
Fiir jeden Radius r € N, jeden Knoten x € V und jedes Tupel z € V* wird
festgelegt:

e Die r-Kugel von x oder z in 2 sei die Menge aller Knoten, die héchstens
die Distanz r von = oder  haben.

N (z)={y eV : dist(z,y) <r}

e Die r-Schale von z oder Z in 2 sei die Menge der Knoten, die genau die
Distanz r von x oder T haben.

Si(x)={yeV : dist(z,y) =r} = N (2) \NY ()

e Die r-Umgebung von z oder z in 2 sei der durch die r-Kugel von x oder
Z induzierte Teilgraph von 2.

N (@) = Wpyae



2.3 Logik

Definition 2.9. Eine k-stellige Graph-Anfrage ¢ sei auf einem Graphen 2 (stark)
Gaifman-lokal mit Radius » € N, oder (stark) r-lokal, falls fiir alle Tupel
a,b e AF mit (V2 (a),a) = (V2 (b)) gilt:

acqA)=becq)

Eine k-stellige Anfrage ¢ ist f-lokal (fiir f: N — N), falls eine Schranke ng € N
existiert, so dass sie auf allen Graphen 2l der Grofie n > ng Gaifman-lokal mit
Radius f(n) ist. Ist F C Abb(N,N) eine Klasse von Funktionen, so ist die
Anfrage F-lokal, falls sie f-lokal fiir eine beliebige Funktion f € F istﬂ [111 2].

Definition 2.10. Eine k-stellige Graph-Anfrage ¢ sei auf einem gerichteten Gra-
phen 2 schwach Gaifman-lokal mit Radius r» € N, oder schwach r-lokal, falls
fiir alle Tupel a,b € A* mit (M (a),a) = (M (b),b) und N (a) NN (b) =0
gilt:

acq)<==beq)

Die schwache f-Lokalitdt und F-Lokalitét seien analog definiert.

2.3 Logik

Definition 2.11. Die Syntax und Semantik der Logik der ersten Stufe (FO)
entspreche der allgemeinen Definition [4].

Zur besseren Lesbarkeit wird das Ordnungspridikat < mit Infixnotation verwen-
det, so dass die atomare Formel “x<y” fir “<(x,y)” stehe.

Definition 2.12. Die relationale Signatur o, sei wie folgt definiert:

aaTb:{R . RC N, keN}

Fiir jede Stelligkeit &£ € N5 und jede Relation R C Nk ist R € oarp €in Pradikat,
das eindeutig R zugeordnet sei. (Dazu gehort insbesondere die lineare Ordnung
auf den natiirlichen Zahlen.)

Definition 2.13. Alle FO [GRAPH U 0,,4|-Formeln bilden die Logik erster Stufe
mit Arb-Erweiterung iiber GRAPH. Von nun an werde arb als Abkiirzung fiir
GRAPH U 0,4, verwendet.

Notation. Fiir jede k-stellige Formel ¢ wird eine feste Folge von freien Variablen
T € var® vorgegeben (kurz ¢ (7)). Fiir jeden Graphen 2l und jedes Tupel £ € A*
bezeichne [ (£)]* die Auswertung von ¢ auf 21 mit der Belegung f : Z > { (auch
als die Belegung “¢” abzukiirzen). AuBerdem gelte 2 = ¢ (t) genau dann wenn

[e OI" = 1.

Tnsbesondere wird so die Lokalitat durch asymptotische Klassen wie O (logn®) oder O (1)
klassifiziert.
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Definition 2.14. Fiir jeden Graphen 2 mit endlicher Gréfe n, und jede Aufzéhlung
f+ A — [n] sei die Ordnungs-Erweiterung 2; eine geordnete arb-Struktur,

wobei S%f = f~1 (S N [n]k> fiir alle Relationen S C N* der Stelligkeit & sei.

Jede geordnete o-Struktur 2l sei implizit ihre eigene Ordnungs-Erweiterung A,

wobei f die zu gm passende Aufzihlung von A sei.

Definition 2.15. Eine FO [arb]-Formel ¢, die in allen Ordnungs-Erweiterungen
eines Graphen 2l von den gleichen Belegungen erfiillt wird, heifle arb-invariant
beziiglich 2. Eine Formel, die beziiglich allen endlichen Graphen arb-invariant
ist, heie arb-invariant. Die Auswertung einer arb-invarianten Formel ¢ {iber
einer beliebigen Ordnungs-Erweiterung 2 von 2l werde im folgenden durch [[gp]]91
abgekiirzt.

Beispiel. Die folgende arb-invariante FO [g, >'<]-Formel driickt aus, dass die An-
zahl der Knoten eines Graphen eine Primzahl ist:

dz, (Vﬂ? $<$n A dzy ~w1 = T A VY VY (X (yaa yb;xn) - (ya =YnVUYp = Jjn)))

Die folgende nicht arb-invariante FO [é]—Formel driickt aus, dass der beziiglich
der Ordnung minimale Knoten eine ausgehende Kante hat.

Jz1 (V:c n<z Ay E (a:l,y))

Definition 2.16. Fiir jede FO [arb]-Formel sei ||| € N die Anzahl der Symbole,
aus denen die Formel besteht.

Definition 2.17. Die Alternierungstiefe 7' (¢) = max {75 (), Ty ()} einer For-
mel in Pranexnormalform sei die Anzahl der alternierenden geschachtelten Quan-
toren. Es gelte:

e Fiir alle quantorenfreien Formeln sei 75 (¢) = Ty (¢) = 0.
o Es sei 75 (Fzp) = T5(¢) und Ty (3zp) = 1 + T35 (p).
o Essei T35 (Vo) = 1+ Ty () und Ty (Vzp) = Ty ().

Definition 2.18. Sei p € N eine Primzahl. Es wird fiir 0 < 7 < p ein zusétzlicher
Quantor 3% eingefithrt und die Logik (FO +MOD,,) definiert, die zusétzlich
zu der Syntax von FO eine neue Regel enthélt:

e Ist ¢ eine (FO +MOD,)-Formel, x € var eine Variable und 0 < i < p, so
sei APz o eine (FO + MOD,,)-Formel.

Die Semantik von (FO +MOD,) sei die folgende Erweiterung der Semantik von
FO:

10



2.4 Schaltkreise

e Ist eine (FO +MOD,)-Formel ¢ (z) von der Form 3Py ¢ (%) mit 7 €
var®, 2 eine o-Struktur, und 8 : {x1,--- ,x,y} — A eine Belegung, so
gelte:

A= p(a)
b, @

& beAd: A=y Y T =i modp

2.4 Schaltkreise

Definition 2.19. Ein Schaltkreis C,, = (G, f,z) mit der Eingabelinge n be-
steht aus einem azyklischen Graphen G = (V, EG) mit genau einer Senke x € V'
und einer Knotenmarkierung f : V. — {A,V,0,1,1;,I; : i € [n]}. Alle mit
f(v) € {A,V} beschrifteten Knoten haben in dieser Definition einen unbe-
schrinkten Eingangsgrad. Die iibrigen Knoten sind Quellen und haben keine
eingehenden Kanten.

Eine Schaltkreisfamilie oder Schaltkreissequenz (C;), .y sei eine Folge von Schalt-
kreisen C; mit Eingabeldnge ¢ € N.
Notation. Die Knoten eines Schaltkreises werden im folgenden als , Gatter“

bezeichnet. Als ,jinnere Gatter“ werden alle Gatter mit Vorgéngern bezeichnet.

Mit der Notation ,v € C, “ wird abgekiirzt, dass v € V' ein Gatter im Schaltkreis
Cn = (G, f,x) mit G = (V, EG) sei. Mit & = Out (C,) wird abgekiirzt, dass
x € C,, die Senke (Output) des Schaltkreises C,, = (G, f, x) sei.

Die Kantenrelation E¢ des Schaltkreises C, = (G, f,x) wird auch als E¢* ab-
gekiirzt.

Fiir jedes Gatter v € Cy, sei In (Cp,v) = {u € C, : (u,v) € E®} die Menge der
direkten Vorgénger von v, und Pre (C,,,v) die Menge der Knoten, von denen aus
v {iber einen Weg beliebiger Lénge erreichbar ist.

Fir C, = (G, f,x) und v € C,, bezeichne Cy, , den Teilschaltkreis, dessen Ausgang
v ist. Daher ist C,, gleichbedeutend mit C, Out(cn)-

Cnp = (G|Pre(cn,v)’f’ U)

Definition 2.20. Die Auswertung [C,]" eines Schaltkreises C,, iiber einem Ein-

11



2 Grundlagen

gabewort w € {0,1}" sei rekursiv wie folgt definiert:

[Cal™ = _Cn,Out(Cn)ﬂ
0 falls f(v) =0
1 falls f(v) =1
[Cou]” = w; falls f (v) = ﬁ
" ' —w; falls f (v) = I;
/\uGIH(Cn,v) [Cru]® falls f(v) =A
\/uEIn(Cn,v) [Chu]® falls f(v) =V

Eine Schaltkreisfamilie (C;);cy berechnet eine boolesche Funktion C : {0,1}" —
{0,1} mit C (w) = [Cpy]” fiir w € {0,1}"

Notation. Die Aussage “w = C,,” sei gleichbedeutend mit [C,]" = 1.

Definition 2.21. Die Tiefe eines Schaltkreises T' (C,,) sei die Linge des lingsten
Wegs von einer Quelle zur Senke. Die GroBe eines Schaltkreises |Cy, | sei die Anzahl
seiner Gatter. Eine Schaltkreisfamilie hat die Tiefe f : N — N und Grofle g : N —
N, wenn sie T'(C,,) < f (n) und |Cy| < g (n) fiir alle n € N einhilt.

Die Tiefe eines Gatters v € C, sei die Tiefe T'(Cy, ).

Beispiel. Der folgende Schaltkreis berechnet die Parity-Funktion PARITY : {0, 1}2 —
1 a=b
0 a#b

Abbildung 2.1: Schaltkreis C,.

{0,1} mit PARITY (ab) = {

Notation. Ist der Schaltkreis C,, ein Baum, so kann er eindeutig durch eine
aussagenlogische Formel in Negationsnormalform iiber den Variablen wy,- -+ ,wy
beschrieben werden. Dabei steht ein atomarer Ausdruck ,,0¢, 1% jw;“ oder
,—w;“ fiir einen jeweils mit ,0%, ,1% ,I;“ oder ,I;* markierten Knoten. Die
Operatoren fiir Disjunktion und Konjunktion stehen fiir entsprechende Gatter,
deren Vorginger jeweils die durch die Operanden definierten Schaltkreise sind.

Da die Herstellung der Negationsnormalform eine triviale Umformung ist, werden
auch allgemeine aussagenlogische Formeln zur Notation verwendet.

12



2.5 Bindre Kodierung von Graphen

Beispiel. Die allgemeine Parity-Funktion PARITY : {0,1}" — {0,1}, wobei
PARITY (w1 - - - wy,) = 1 genau dann wenn |w|, gerade ist, kann durch eine Schalt-
kreissequenz der folgenden Form berechnet werden:

Cl = w1
Cy = (w1 A ’LUQ) V (—|w1 VAN —|w2)

o= (€ (o)) A (g ean) )
(€t (o w3) A~y (o))
Diese Schaltkreissequenz hat die Tiefe O (logn) und Grée © (n).

Definition 2.22. Sei p € N eine natiirliche Zahl. Ein @P-Schaltkreis C,, =
(G, f,x) (ein Schaltkreis mit “p-Zihlgatter”) sei analog zu einem gewdhnlichen
Schaltkreis definiert, wobei die Markierung wie folgt erweitert wird:

[V —={0,1,1;,I;, \,V,& : i€ [n]}
Fiir ein Gatter v € C,, mit f (v) = ®P sei die Auswertung wie folgt:

[[Cn vﬂw _ 1 falls Zueln(cn,v) [[Cn,u]]w =0 mod »
7 0 sonst

Das p-Zihlgatter priift also, ob die Anzahl der aktiven Eingénge ein Vielfaches
von p ist.

Schaltkreisfamilien, Tiefe und Grofle seien analog zu den gewchnlichen Schalt-
kreisen definiert.

Notation. Das p-Zihlgatter wird in der aussagenlogischen Formel durch einen
zusétzlichen Junktor &P reprisentiert.

Beispiel. Eine triviale @2-Schaltkreisfamilie mit der Tiefe 1 kann das PARITY-
Problem 16sen:

Definition 2.23. Die Klasse ACCP [p] enthalte alle Probleme, die von einer
@P-Schaltkreissequenz mit konstanter Tiefe und polynomieller Grofle berechnet
werden kénnen [15].

2.5 Bindre Kodierung von Graphen

Die Schaltkreisklasse AC? soll logisch charakterisiert werden. Logische Formeln
werden iiber Graphen ausgewertet, und Schaltkreise iiber bindren Worten. Um

13
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diese Begriffe in Bezug zu bringen, wird eine Kodierung eingefiihrt, die eine
beliebige GRAPH-Struktur sowie ein Tupel von Knoten als Bitstring aus {0,1}"
ausdriickt.

Die geforderten Eigenschaften dieser Kodierung sind wie folgt:

1. Fiir zwei Graphen 2,8 und Tupel @ € A*, b € B* kénnen (2, a) und (%, l_))
genau dann durch dieselben Worte reprisentiert werden, wenn (%, a) =
(‘B, b) . Alle Reprisentationen eines Graphen bilden damit eine Aquivalenzklasse.

2. Alle Reprisentationen eines Graphen der Lénge n und Tupels der Lange k
haben die Lénge gi (n), wobei gi : N — N eine injektive und in n héchstens
polynomiell wachsende Funktion ist.

Definition 2.24. Sei 2 ein Graph der GroBe n € N, sei @ € A* ein Tupel der
Linge k € N und sei f : A — [n] eine beliebig gewihlte Aufzihlung der Knoten
von 2. So sei ency (A, a) € {0,1}" wie folgt definiert:

ency (,a) = v URWL Wiy
1 fallsi=n-(f(u)—1)+f(@), (u,v) € B*
vy =
0 sonst
1 fallsi=n-(j—1)+ f(aj)
w; =
0 sonst

Die geforderten Eigenschaften sind erfiillt:

1. Seien 2 und B zwei Graphen der Grofle n € N, 7 : A = B ein Isomor-
phismus, @ € A* ein Tupel und f : A — [n] eine beliebige Aufzihlung
der Knoten von 2[. Dann existiert eine Aufzihlung f' : B — [n], so dass
ency (A,a) = ency (B, 7 (a)) gilt:

;o= for!
ency (A,a) = v VWL Why
ency (B,m(a)) = v)--vwwy,

V(i—1yntj = 1

f7H 0, 5) € B

o f1(i,j) € E®
flofortoroft (i,7) € E®
f'(i,j) € E®

1

rreny

/ —
Vi—1)n+j =

Umgekehrt folgt aus ency (A, a) = enc, (B,b), dass m := f~! o g ein Iso-
morphismus von 2 zu B mit 7 (a) = b ist.
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2.6 Logische Représentation von Bitstrings

2. Sei A ein Graph der Grofle n € N, und @ € A* ein Tupel. Jede Kodierung
hat die Form ency (2, @) = v1 - - Up2wy - - - Wy, so dass |ency (A, @) = n? +
kn ist. Damit ist gx (n) = n? + kn eine injektive und in n polynomiell
wachsende Funktion.

Notation. Falls die Wahl von f unbedeutend ist, bezeichnet enc (2, @) eine Ko-
dierung mit beliebiger Aufzahlung.

2.6 Logische Reprasentation von Bitstrings

Um eine binére Sprache in einer relationalen Logik zu beschreiben, muss eine
Interpretation von Bitstrings als relationale Struktur definiert werden.
Definition 2.25. Seiop = {Pl, <} eine Signatur mit einem monadischen Pradikat
Py und einem zweistelligen Ordnungspridikat <. Fiir jedes bindre Wort w €
{0,1}" von beliebiger Linge |w| = n € N sei B, eine geordnete op-Struktur

iiber B = [n] mit P> = {i € [n] : w; = 1} und <P = {(i,j) € [n)? : iéj}.

15






3 Logische Charakterisierung von AC"

3.1 Formel zu Schaltkreissequenz

Das folgende Theorem wird bewiesen.

Theorem 3.1 (nach Neil Immerman 1983 [9,[10]). Charakterisierung von FO [arb]
durch AC:

1. Sei ¢ (Z) eine k-stellige FO[arb]-Formel (0.B.d.A. in Prdnexnormalform)
mit Alternierungstiefe d € N. Dann existiert eine Schaltkreisfamilie (C,2 1y,)
mit konstanter Tiefe d+4 und der Grife nl?ll, so dass fiir jeden Graphen A
der Grofle n, jede Belegung a € A* von ¢ und jede Ordnungs-Erweiterung
Ap gilt:

neN

[[QO (&)]]mf = [[CnQ-Hm]] encs (Aa)

Insbesondere wird die Auswertung einer arb-invariante Formel o tiber jeder
Struktur A der Linge n unabhdingig von der gewdhlten Aufzihlung f korrekt
durch Cy2 g, berechnet.

Nach Definition der Kodierung ist die Linge f (n) = |ency (A, a)| = n?+n einer
Struktur der GroBle n mit einem Tupel der Lénge k eine injektive Funktion iiber
n. Daher kann der erste Teil des Satzes bewiesen werden, indem fiir n € N ein
Schaltkreis C,,2, konstanter Tiefe und polynomieller Gréfie konstruiert wird,
der fiir jede Struktur 2 der GroBe n und jedes Tupel @ € A* bei Eingabe von
ency (A, a) die Auswertung o (a)]™ berechnet.

3.1.1 Normalform

Zunichst sei ¢ () ohne Beschréinkung der Allgemeinheit in disjunktiver Prénexnormalform:

p(@) = Quy1- Quyet)
Ql)"' 7Q1 S {E,V}

m m;

Y = \//\wm

i=1j=1

Dabei seien 1); ; atomare Formeln von der Form R (%) oder =R (%) fiir eine be-
liebige Relation R C NF beliebiger Stelligkeit s € N, von der Form F (z1, 22)
oder —FE (z1,29), oder z; = zy oder —z; = z5. Es gelte in jedem Fall z €
{z1, ok, 01, Y}

17



3 Logische Charakterisierung von AC?

3.1.2 Rekursionsanfang

Die in ¢ verwendeten Pridikate R € 04 sind unabhingig der Struktur fest
definiert. Daher ist jedes Atom der Form R (Z) unter einer bestimmten Belegung
B:z-g~ tmitie [n)" grundsitzlich erfiillt oder nicht erfiillt. Zusétzlich
ist jedes Atom der Form z; = z genau dann erfiilllt, wenn [ (z1) = S (z2). Die
Atome der Form FE (21, 22) sind fiir %, genau dann erfiillt, wenn 3 (21, 22) € E*,
beziehungsweise wenn

ency (m)n-(f06(21)71)+f05(22) =1

Daher wird fiir jedes Tupel £ € [n)*™ der Schaltkreis Df; der Tiefe 2 konstruiert,
der die Auswertung der Formel ¢ unter der Belegung 5 := (1, , Xk, Y1, ,Ye) —
f~1 (%) berechnet.

=1 j=1
( . _ _
0 Vi ;=R (), v(0) ¢ R

oder ; ;=-R (7), v(7) € R

oder ¢; j=x =y, v(x) # v (y)

oder ¢; j=-x =y, v(x) = (y)
1 i =R (v), v() eR

oder ¢; j=—R(v), v(v) ¢ R

oder ¥ j=x =y, v(x) =7 (y)

oder ¢; j=—x =y, v(z) # v (y)
Wpy(z)4y(y)  Yij hat die Form F (z,y)

Tij =

| "Wnoy(2)+r(y)  Yiy hat die Form —F (z,9)

ti falls v = xT;
Y (v) =
try; fallsv =y

Geméif der Definition von FO [arb] und der booleschen Schaltkreise gilt [[Diﬂ sl =
1 genau dann wenn 2 = ¢ (f_1 (f)) Es ist auflerdem T (Di) = 2 und ‘Di’ <

I

3.1.3 Rekursionsschritt

Voraussetzung

Sei ¢ (x1,- -+ ,xk, Y1, ,ye) eine beliebige Formel mit Alternierungstiefe d € N

und Quantorenrang m € N. Es sei vorausgesetzt, dass fiir jedes Tupel ¢ € [n]kM/

18



3.1 Formel zu Schaltkreissequenz

ein Schaltkreis Df_p mit der folgenden Eigenschaft existiert:
ency (W) ED, = W k(@)

Es sei auflerdem T (Di) =d+ 2 und ‘Di’ < n™ ||y

Folgerung

Sei ¢’ (21, Tk, y1, - ,ypr) eine Formel der Form Qupryq--- Quetp mit Q €
{3,V} und Alternierungstiefe d’ = d + 1. Es wird fiir jedes Tupel #’ € [n}kM” ein
Schaltkreis DY, konstruiert, so dass gilt:
ency () D, = A= (1 (Y))
Fall 1.  Sei Q = 3. Geméf Definition von FO [arb] gilt
Q[f ): Elyg//+1 s Elyg/’l][) (f_l (7?’))

o

genau dann wenn ein Tupel #” € [n] existiert, so dass:

Ay (71 (1))
Daher berechnet der folgende Schaltkreis den korrekten Wert:

D= \/ DL

#remn)t ="

Es ist auBerdem T <D}i,) =d +2 und ‘D{/, <™ ||¢||, wobei m/ =
m+ ¢ —¢" der Quantorenrang von 1’ ist. Die Voraussetzung ist damit
erfiillt.

Fall2. Sei Q =V. Gemé$ Definition von FO [arb] gilt

A b= Vyprir - Vyep (F71(F))

genau dann fiir alle Tupel t” € [n]él_é" gilt, dass:
A kv (1)

Der folgende Schaltkreis berechnet daher den korrekten Wert:

.= N DL

A

Dieser Schaltkreis hat dieselbe Tiefe und Grofie wie im ersten Fall.
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3 Logische Charakterisierung von AC?

3.1.4 Abschluss

Durch wiederholte Anwendung dieser Rekursion kann offensichtlich fiir die For-
mel ¢ (21, -+ , ;) und jedes Tupel £ € [n]* ein Schaltkreis DL, mit T <Dfo> =d+2

und ‘Dfp’ < n’ ||| konstruiert werden, fiir den gilt:

ency (W) EDl, = W v (/D)

Fiir Séitze ohne freie Variablen (k = 0) ist dieser Schaltkreis bereits der gewiinschte
Schaltkreis C,,2 , 1.,,. Ansonsten ist ein letzter Konstruktionsschritt notwendig. Der
Schaltkreis C,,2,, wird wie folgt gebildet:

ok
Cnzykn = \/ (Dfo/\/\wdi:ti)>

fe[n]k i=1

2(iyt;) = nPdn-(i—1)+1t
Geméf der Kodierung ency (%4, @) ist w,(,) = 1 genau dann wenn ¢; = f (a;) ist.
Daher gilt ency (U, a) = C, genau dann wenn ency (A) = Df;(a) ist, und damit
berechnet der Schaltkreis C,, das korrekte Ergebnis.
Zusétzlich ist T (Cp2pn) = d 4+ 4, und [Cp| < 1+ nF - (24 nf|je]]). Es gilt (fiir
n>1, da ¢l >k+£(+2):

Cr2iin] < 3- nktt < pliell

Die Schaltkreisfamilie hat also eine konstante Tiefe und polynomielle Gréfle in
Abhé#ngigkeit von n.

3.2 Schaltkreissequenz zu Satz

Es wurde nachgewiesen, dass jede durch eine arb-invariante Formel beschriebene
Graph-Anfrage auch durch eine Schaltkreisfamilie in AC® berechenbar ist. Umge-
kehrt gilt, dass jede in AC? berechenbare Sprache durch einen FO [0 U ogrp)-Satz
beschreibbar ist.

Theorem 3.2. Sei (C;),cy eine Schaltkreisfamilie mit beschrinkter Tiefe d € N
und polynomieller Grife. Dann existiert eine Relation Q C NF (mit k € N) und
ein FO [O'B U {QH -Satz ¢ mit Alternierungstiefe d + 4, so dass fir jede Linge
n € N und jedes Bindrwort w € {0,1}" gilt:

B
[el™ = [Ca]”
Bemerkung. Aus diesem Theorem kann durch weitere Reduktionen gefolgert wer-
den, dass alle Graph-Anfragen in AC° auch in FO [arb] beschrieben werden
konnen. Dieser Beweis ist jedoch aufwendiger und wird fiir das Lokalitdtsergebnis
nicht benétigt.
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3.2 Schaltkreissequenz zu Satz

3.2.1 Normalform fiir Schaltkreise

Sei (C;);cn eine Schaltkreisfamilie. Es werden geméf der Annahme Parameter
d, k € N vorausgesetzt, so dass jeder Schaltkreis C,, hochstens die Grofle f (n) =
n* und genau die Tiefe d hat.

Ferner wird vorausgesetzt, dass der Schaltkreis ein Baum ist, dass die Junktoren
stets alternieren, dass f (Out (C,)) # A sei und d gerade sei.

Dies schriankt die Allgemeinheit nicht ein:

Beweis. Es werden die Baumeigenschaft, die alternierenden Junktoren, und die
Disjunktion in der Wurzel hergestellt.

e Sei zunichst v € C,, = (G, f,x) ein Gatter mit mehr als einem Nachfolger.
Kopien des Graphen G|PI‘€(Cn,v) werden dann in G eingefiigt, und jeder
Nachfolger von v mit einer Kopie von v verbunden. Die Tiefe bleibt gleich,
und die Grofle bleibt daher polynomiell beschrénkt.

e Secien u,v € C, zwei Gatter, so dass (u,v) € E®, und f(u) = f(v) €
{A,V}. So kann die Kante (u,v) entfernt und durch die Kanten (u/,v)
fiir alle Vorgéinger von u ersetzt werden. Alle Vorgénger von u werden
Vorgénger von v. Die Grofle und Tiefe werden nicht vergrofert.

e Falls f (Out(C,)) = A, fiige ein neues Outputgatter 2’ mit f (z’) = V und
der Kante (Out (Cy,), ') ein.

e Falls 7' (C,) = d ungerade ist, so wéhle ein Inputgatter v mit maximaler
Distanz vom Output, und fiige zwischen v und seinen Nachfolger einen
Knoten ein.

O]

Nun wird eine Normalform C,, = (G’, f', x) fiir alle Schaltkreise in alternierender
Baumform definiert. Die Normalform behélt die Tiefe T (én> =T(C,) =d und
Cn

die Grofle < nkd'+1 Jeder Weg von einem Input zum Output hat genau die

Lénge T ((fn> Jedes innere Gatter hat genau n* Vorgsinger.

Diese Normalform schréankt die Allgemeinheit nicht ein:

Beweis. Per Induktion iiber die Tiefe T'(C,) = d.

Anfang: Sei d = 0. Fiir alle C,, mit T (C,,) = 0 folgt |C,,| = 1; das Outputgatter
ist ein Input. Der Schaltkreis ist also schon in Normalform.

Schritt: d > d+1
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3 Logische Charakterisierung von AC?

Annahme: Sei d € N beliebig. Es gelte die Annahme, dass fiir jeden Schalt-
kreis C, mit 7' (C,,) < d ein Schaltkreis C,, mit den geforderten
Eigenschaften existiert.

Sei C}, ein Schaltkreis mit 7" (C},) = d+ 1. Betrachte nun fiir alle Vorgénger
u des Outputs den Schaltkreisteil C;, ,,. Da T (C;, ) < d gilt, existiert nach

der Annahme die Normalform C{;u.

Es miissen alle Schaltkreisteile auf die Tiefe d gebracht werden, und der Ein-
gangsgrad jedes neuen Knotens auf n* aufgefiillt werden. Sei dafiir 7T, (C)
fiir i € Nund z € {A, V} rekursiv wie folgt:

T[)7/\ (D) = TO,\/ (D) = D
T (D) == N\ Tv(D)
1<j<nk
Ty (D) = \/ Tin(D)
1<j<nk

(Offensichtlich sind alle so aus D erzeugten Schaltkreise dquivalent zu D.)

Nun werden die Eingénge des Outputs ausgefiillt. Sei CA;Z fir f (Out (C)) =
A beziehungsweise f (Out (C},)) = V wie folgt:

n*—|In(Cc’yv)|
Ch = A Ty-r(cr )V (Cé,u> A A\ Tan (1)
weln('n.0) i
nk | In(C )
G = V Tyr(c, ) (Cé,u> v \V Ta,v (0)
uEII’l(C’nﬂ)) =1

Damit hat C!, die geforderte Form. AuBierdem gilt f <Out <(fn)) =f (Out (Cn)> =
V, und d bleibt gerade. O

3.2.2 Kodierung der Schaltkreise

Sei (C;);cy eine Schaltkreisfamilie in der vereinbarten Normalform mit Tiefe d.

Fiir jedes innere Gatter v € C, wird eine Aufzidhlung g, : In(Cp,v) — [nk]
festgelegt, so dass jede Kante (u,v) durch die Zahl g, (u) € [nk] kodiert werden
kann. Weiterhin ist klar, dass jede Zahl i € [nk] durch eine Funktion ay, : [nk] —
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3.2 Schaltkreissequenz zu Satz

[n]* als k-stellige Zahl in Basis n dargestellt werden kann

m=1+ i <(an (m)); — 1) nk=J
j=1

Jetzt wird jeder Knoten v € C,, wie folgt durch die Funktion code : C,, — [n]*
reprisentiert:

code (Out (Cy,)) = ¢
code (u) := code (V)" ay (gv (u))
fa. veCl,, ueln(Cyv)

Jedes Gatter hat dadurch eine eindeutige Kodierung code (v) € [n]™

{code (v)} x [n]* die Kodierungen aller direkten Vorgénger von v sind.

, wobei

Die Relation Q C N*+*? sei wie folgt definiert:

{{((n,l,l,i))-code((v)) : ve(cfn, ]}Ev))—?}}
U n,1,n,7) - code(v) : v € Cy, v) =1;
Q:nLGJN U {(nn1.1)-code (v) : vECp, f(v)=1}

U {(n,n,n,1)-code(v) : veEC, f(v)=0}

Die Relation enthélt die Kodierungen code (v) und Markierungen f (v) aller In-
putgatter v € C,, fiir n € N.

Es werde die Auswertungsfunktion eval, : [n]{%% %% x {0,1}" — {0,1} de-
finiert, so dass eval, (code (v),w) fiir einen Knoten v € C, und ein Wort
w € {0,1}" der Auswertungsfunktion [C, ,]" entspricht. Damit gilt allgemein
[[C‘Mﬂw = evaly, (g, w).

Die Funktion eval,, wird rekursiv definiert.

"Der Bereich [n] wurde als {1,--- ,n} definiert. Fiir diese Darstellung steht daher die Ziffer
i € [n] fiir einen Stellenwert ¢ — 1.
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3 Logische Charakterisierung von AC?

w; falls (n,1,1,7) € Q, 7 € [n]
—w; falls (n,1,n,i) € Q, i € [n]
1 falls (n,n,1,1) € Q

0 sonst

fa. ze Nk

1 falls ex. 2/ € [n]* mit eval, (z-2,w) =1

eval, (z,w) := {

0 sonst

fa. z€ Nki, 1 < d gerade

1 falls eval, (z-2/,w) =1fa. 2 € [n)"
0 sonst

eval, (z,w) := {

fa. zeNM_ i ungerade

Die Funktion berechnet das korrekte Ergebnis.

Beweis. Durch absteigende Induktion iiber 3.

Anfang: Sei i = d, und Z € [n]kl beliebig. Sei v € C, das Inputgatter mit
code (v) = Zz. Per Definition von @ und eval, gilt:

eval, (code (v),w) =1

— (n,n,1,1) € Q

oder (n,1,1,7) € Q und w; =1

oder (n,1,n,i) € @ und w; =0
= fv)y=1

oder f(v)=1; und w; =1

oder f(v)=1T; und w; =0
— [Crn]” =1

Schritt: Seien 1 < ¢ < d und beliebig.
Annahme: Fiir alle z = code (v) € [n]* gelte eval, (z,w) = [Cp.]"

Sei i =i—1und 2/ = code (u) € [n]*"
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3.2 Schaltkreissequenz zu Satz

Fall 1. Sei i’ gerade. Nun gilt:
eval, (code (v),w) =1
—  ex. 2 €[n]" mit eval, (z-2/,w) =1
S (Cp,v) mit eval, (code (u),w) =1

LA x uen (Cp,v) mit [Cr )" =1

Pl e, e =1

Fall 2. Sei i' ungerade. Dann ist analog eval, (code (v),w) = 1 genau
dann wenn alle Vorgénger von v mit 1 ausgewertet werden. Die
Auswertung entspricht wieder der Definition des Schaltkreises.

Es folgt insbesondere fiir i = 0, dass eval, (g, w) = [C,]". O

3.2.3 Aufbau der Formel

Entsprechend der rekursiven Definition der Funktion eval wird nun ein FO [o5 U 04,4)-
Satz ¢ definiert, der das Priadikat @) verwendet, um die Funktion eval (und daher
die Auswertung des Schaltkreises) zu beschreiben.

Der Satz ¢ ist wie folgt:

¢ = 3dr1dzn (Y (r1,20) AVZ (x1 <z AT < 2Y))
Y (21, 2n) = Fyoi—1,1 - F2oi—1 kY201 - VY2832 £ (Y, 2,21, Tn)
i:lt-,%
£, z,21,2n) 1 = (Q(Tn,21,21,2, Y11, ,Yak) NP1 (2)V
(Q (Tn, 1, %0, 2,911, 5 Yd k) NP1 (Y) V
Q (Tn, Tn, T1, 71, Y11, 5 Yd k)

Die Alternierungstiefe von ¢ ist d 4 1 fiir einen Schaltkreis der Tiefe d.
Behauptung. Fir w € {0,1}" gilt B, |= ¢ genau dann wenn w = Cjyy-

Beweis. Durch absteigende Induktion iiber i:
Sein € N und w € {0,1}" beliebig.

Anfang Sei i = %. Es sei das Tupel b € [n]kd beliebig. Nun gilt per Definition
von eval und ¢:

By Iz & (5,2, 1,n) <~ eval, (13, w) =1

Es folgt aus dem vorherigen Beweis fiir v = code™! (B):
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3 Logische Charakterisierung von AC?

Schritt Sei i € [%] Es sei ¢; die folgende Formel:

i (Y11, 5 Y2ik) = Fyzipn - Feoir1 kY2421 0 VY242432 (Y, 2,71, Tn)

ii<d

Annahme: Fiir jedes Tupel b € [n]l“ und v = code™! (13) gilt:

By E i (I_), 1, n) < eval, (l_), w) =1

Sei ¢/ =1 — 1. Es gilt nun:
@it (Y11, Y2 ks T, Tn) = F2i11c IY2it 1 k VY242, VY20 42,k P
So folgt fiir jedes Tupel ¥/ € [n]":

By Egio1 (V,1,n) <= ex.ce [n]" so dass
fa. ¢ e [n) gilt:

By =i (V- 1,n)
ex. ¢ € [n]F so dass
fa. ¢ € [n]" gilt:
eval (5’-6- ’,w) =1

1.A,
—

< eval (b’, w)

Damit folgt insbesondere [pq (1,n)]®* = eval (e, w) fiir i = 0. Zusammen mit
dem Beweis aus Abschnitt folgt B, = ¢ genau dann wenn w = C,. O
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4 Graph-Operationen und
Schaltkreisschranken

4.1 Austausch von r-Schalen

Sei 2 ein Graph der Grofle n, seien a,b € A zwei Knoten und r € N ein Radius,
so dass die r-Umgebungen von a und b isomorph und disjunkt sind:

I

N (@) = A2 ()
N (@) NN @) = 0

Fiir beliebige Bitstrings w € {0,1}" soll eine Umformung 2, definiert werden, so
dass (U, a) = (A, a) genau dann wenn |w|; gerade ist, und sonst (A, a) = (2, b).

Diese Umformung soll trivial in einem Schaltkreis durchfiithrbar sein: Aus einem
Schaltkreis C,,2.,, soll ohne Verénderung der GréBe und Tiefe ein Schaltkreis C..
konstruiert werden, so dass fiir alle w € {0,1}" gilt:

[e]” = feapenece=

4.1.1 Ansatz

Seien (S7) <<, und (Sf)oqq die Schalen der m-Umgebungen um a und b (hier-
bei wird S (a) fiir den gegebenen Graphen 2A mit S¢ abgekiirzt). Es wird eine
Umformung 2, definiert, in der S ; genau dann mit S§' verbunden ist, wenn

w; = 0 ist, und sonst S | mit SZI-’ verbunden wird.

Dazu werden alle Kanten zwischen S? |, S¥ (z € {a,b}) gegebenenfalls geloscht

i—10 Mg

und durch entsprechende Kanten zwischen S¥ |, SY (y € {a,b}\ {x}) ersetzt.
Beispiel. Es wird die Vertauschung in einem Graphen gezeigt, in dem A2 (a) die

Form eines langen Pfades hat. Kanten im Pfad werden teilweise durch Uberkreuzungen
ersetzt:
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4 Graph-Operationen und Schaltkreisschranken

Qa. Qa,. Qo Ga, Qo Qo QA
I/SO \l I/Sl \l 1/82 \l I/83 \l I/S4 \l 1/85 \l I/S \l
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

\

1 \ 1
}

1! | ! 1! 1! | ! -
l\\ S/I \Sb/, 1\53/, l\\ g/l l\\ i/, I\Sé)/, l\Sﬁll

N

a - -
b I
a - -
b I

(A,a) |w|,; gerade

Abbildung 4.1: (A, a) = {(Ql ) .
, sons

4.1.2 Formalisierung

Sei 7 : N2 (a) = N2 (b) ein Isomorphismus mit 7 (a) = b. Unter der Annahme,
dass die Umgebungen disjunkt sind, kann eine Funktion 7= : N (a) U N (b) —
N2 (a) U N (b) gebildet werden:

r@) falls z € N (a)
T (z) = 7 l(z) falls z € N*(b)

Nun wird eine Operation switch (2, a,b,i) definiert, die die Umgebung N, (a)
mit der Umgebung N3, (b) fiir i € [r] im Graphen vertauscht.

Dazu miissen alle Kanten zwischen S ; und S{ entfernt, und entsprechende
Kanten zwischen S ; und SZI? eingefiigt werden.

Beispiel. Die Schalenvertauschung wird in Umgebungen beliebiger Form gezeigt:

Abbildung 4.2: Beispiel fiir switch (2, a,b,0).
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4.1 Austausch von r-Schalen

Formal werden in 2 Tupel entfernt und eingefiigt. Fiir jede Kante (u,v) € E¥* N
(N2 (:1:))2 (mit = € {a,b}) gilt einer der folgenden Félle:

Fall1. Es gilt {u,v} C S? fir 0 <i < r.
Fall 2. Ein Knoten liegt in S, der andere in S (mit i € [r])m

Zunéchst wird etwas Vorarbeit geleistet. Fiir i € [r] sei:

7= (¢) falls c € S¢
pia(c) =
c sonst
X8 = E¥0(SPy x SEUSEx SEy)

Vi = Apia (W), pia (V) (u,0) € X}

Danach wird die Relation switch (2, a,b, ) fiir ¢ € [r] wie folgt definiert:

switch (A, a,b,i) = ENAXNXUYLUAY

Die Operation switch wird erweitert, um mehrere Schalen zu vertauschen. Fiir
w e {0,1}" sei:

T T T T
switch (A, a,b,w) = E¥\ U XU U x| u U iy U WP
i=1 i=1 i=1 i=1
w; =1 w;=1 w;=1 w;=1

A, = (A, switch(A, a,b,w))

>~

Nun ist (20, a) = (2, a) genau dann wenn |w|; =0 mod 2, und sonst (2, a)
(2, ).

4.1.3 Schaltkreis

Sei Cp2yp, = (G, f, ) ein Schaltkreis, der eine einstellige Anfrage auf Kodierungen
von 2 berechnet, so dass [[Cn2+n]]enc(2l,a) =1 und [[an+n]]enc(m’b) =0.

Das Ziel ist ein Schaltkreis C. = (G, f', ), der als Eingabe w € {0,1}" erhiilt,
und der sie genau dann akzeptiert, wenn (2, a) = (2, a) gilt (was per Definition
dquivalent zu |w|; =0 mod 2 ist).

Es wurde 21 und a fest vorgegeben, und es sei auch eine beliebige Aufzéhlung
g : A — [n] festgelegt; dadurch entsteht eine eindeutige Kodierung enc, (A, a) €
{0, 1}"2+". Nun gilt fiir jedes i € [n* + n] folgendes:

'Falls u € S¥,v € Siij, so enthilt der Gaifman-Graph die Kante {u,v} € E, und damit ist
dist (a,v) < dist (a, u) + dist (u,v) = ¢ + 1; daher ist j < 1.
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4 Graph-Operationen und Schaltkreisschranken

Fall 1. Das Bit ency (%,a); = 1 kodiert eine Kante aus X fiir ein j € [r],

x € {a,b}. Solche Kanten werden entfernt, falls w; = 1 ist. Fiir alle
v € Cpayy mit f(v) = I; bzw. I; wird f’ (v) := I; bzw. I; definiert.

Fall 2. Das Bit ency (%,a); = 0 kodiert eine Kante aus YJ fiir ein j € [r],
z € {a,b}. Diese Kanten werden eingefiigt, falls w; = 1 ist. Fiir alle
v € Cp2yp, mit f(v) = I; bzw. I; wird f’ (v) := I; bzw. I; definiert.

Fall 3. Das Bit ency (2, a); kodiert etwas anderes, und ist daher gleich ency (2, a);.

Diese Stellen sind fest fiir alle w € {0,1}". Fiir alle v € C,2,,, mit
f) € {IZ-,TZ-} wird f’(v) € {0,1} entsprechend dem Wert von w;
definiert.

Der Graph des Schaltkreises bleibt unveréndert; nur die Markierung &ndert sich.
Fiir alle w € {0,1}" gilt [C.]" = [[Cn2+n]]encg(9lw,a)'

4.2 Rotation von r-Schalen

Sei 2 ein Graph der Grofle n, seien a,b € A zwei Knoten, sei r € N ein Radius
und 7 : N2 (a) = N* (b) ein Isomorphismus.

Es wird vorausgesetzt, dass U = {n7 (a) : j € N} C N (a) eine geschlossene
zyklische Bahn beschreibe, und dass die i-Umgebungen N3 (i) fiir i € [r] unter
7 abgeschlossen seien. Sei m < 3.

Das Ziel ist die Konstruktion eines Graphen 2, fiir w € {0,1}*™ mit einem
Element o' € A, so dass (Uy,a’) = (A, a) falls |w|; = m, und (A, a’) = (A, b)
falls |w|, =m + 1.

Die Konstruktion soll wieder trivial durch einen Schaltkreis berechenbar sein:
Aus einem Schaltkreis C,,2,, und einer beliebigen Aufzéhlung f : A — [n] wird
ein Schaltkreis C,,, konstruiert, so dass gilt:

[[Cém]] (w) = [Cr2yn] (encf (Qlw,w_m (a)))

4.2.1 Ansatz

Zuniichst wird NZ™ () in die Schalen Sp,-- -, Sa, aufgeteilt (es werde S (U)
durch S; abgekiirzt), wobei Sy = U ist. Alle Schalen sind per Annahme unter 7
geschlossen.

Es sollen durch die Operation rotate (2, a, %) fiir ¢ € [2m] die Schalen S;_; und
S; so gegeneinander verdreht werden, dass alle Kanten zwischen ¢ € S;_1 und
¢ € S; durch Kanten zwischen ¢ und 7 (¢/) ersetzt werden. Analog zu switch
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4.2 Rotation von r-Schalen

wird rotate (2, a,w) fiir w € {0,1}*™ definiert, so dass fiir alle i € [2m] genau
dann die Schalen S;_1 und 5; gegeneinander rotiert werden, wenn w; = 1.

Dann sei @’ = 7™ (a). Falls genau m Schalen gegeneinander rotiert werden,
dann ist (2, a’) = (2, a). Falls genau m+1 Schalen rotiert werden, ist (2, a’) =
&, 7 (a)) = (2, ).

/ R \ / R \

Abbildung 4.3: Der Isomorphismus 7 verlduft im Uhrzeigersinn. Die Schalen
Sg, 57, Sg sind nicht dargestellt. Der fett markierte Knoten ist
74 (a).

4.2.2 Formalisierung

Wieder werden einige Operationen und Mengen definiert. Fiir ¢ € [2m] sei:

m(c) falls ceS;
pi(e) = { ©)
c sonst
X, = E*n (Si—l x S; US; x Sz‘_l)

Vi = A(pi(u),pi(v)): (u,v) € X}
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4 Graph-Operationen und Schaltkreisschranken

Durch das Entfernen der Kanten X; und Einfiigen der Kanten ); werden die
Kanten zwischen Elementen ¢ € S;_1 und ¢’ € S; durch Kanten zwischen 7 (¢)
und ¢ (bezichungsweise ¢ und 7 (¢)) ersetzt. Daher sei nun rotate (2, a, w) ent-
sprechend switch wie folgt definiert:

rotate (A, a,w) = Ay = (A,Emw>
2m 2m
E* = |E"\Jx|ulJw
=1 =1
w;=1 w;=1

4.2.3 Schaltkreis

Es sei wieder ein Schaltkreis vorgegeben, der enc (2, a) akzeptiert und enc (2, b)
ablehnt. Analog zum letzten Abschnitt wird ein Schaltkreis konstruiert, der

[C,2 +n]]enc(91wﬂf_m(“)) bei Eingabe von w € {0, 1}2m berechnet. Dieser Schalt-
kreis akzeptiert dann bei |w|; = m und lehnt bei |w|; = m + 1 ab.

4.3 Parity und der Satz von Hastad

Das PARITY-Problem zihlt die Einsen in einem Bitstring. Es wird eine bekannte
untere Schranke fiir PARITY in Booleschen Schaltkreisen verwendet, um die in
dieser Arbeit vorgestellten Lokalitdtsergebnisse nachzuweisen.

Definition 4.1. Fiir eine Zahl m € N sei PARITY,, : {0,1}*™ — {0,1} eine
Funktion, so dass PARITYs,, (w) = 1 genau dann wenn |w|; gerade ist.

Das Problem ist bekanntermafen nicht in AC? berechenbar:

Theorem 4.2 (nach Furst, Saxe und Sipser 1984 [5, B, [1]). Es existiert keine
Schaltkreisfamilie konstanter Tiefe und polynomieller Grifie, die PARITY berech-
net.

Zum Nachweis der Lokalitdt wird eine verstéirkte Variante dieses Theorems ver-
wendet. Bereits das Promise-Problem, das PARITY auf Eingaben w € {0,1}*"
mit |w|, € {m, m + 1} berechnen soll, ist nicht in AC® entscheidbar, und es wurde
eine prézise untere Schranke fiir die Grofle jedes solchen Schaltkreises definiert.

Theorem 4.3 (implizit in Hastad 1987 [8], zitiert aus [2]). Fir jede Tiefe d € N
existieren Schranken c,mg € Nxsg, so dass fir alle m > mg der kleinste Schalt-
kreis Com mit Tiefe d, der alle Worter w € {0,1}*™ mit |w|, = m akzeptiert
und alle mit |w|; = m + 1 ablehnt, mindestens die Grifle 2¢ VM hat (kurz:
Com| € 2207V M),
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4.4 Mod, und der Satz von Razborov und Smolensky:
4.4 Mod, und der Satz von Razborov und Smolensky:

Das MoD,-Problem ist eine Verallgemeinerung des PARITY-Problems fiir beliebi-
ge Zahlen ¢ € N. Wiahrend MoODy genau das PARITY-Problem ist, gilt allgemein
folgendes:

Definition 4.4. Fiir jede natiirliche Zahl ¢ € N ist MoD, : {0,1}" — {0, 1} eine
Funktion, so dass MoD, (w) = 1 genau dann wenn |w|; ein Vielfaches von ¢ ist.

Wihrend MoD, durch eine triviale ©9-Familie berechnet werden kann, gibt es
allgemein keine Moglichkeit, durch einen kleinen Schaltkreis aus p-Zéhlgattern
ein Z#hlgatter fiir eine andere Zahl ¢ # p zu ersetzen: Hier nach der Formulierung
von Smolensky:

Theorem 4.5 (nach Smolensky 1987 [3, [12] [14]). Sei p € N eine Primzahl und
q € N eine natirliche Zahl, die keine Potenz p' isﬁ. Fiir jedes d € N hat jede
@P-Schaltkreisfamilie (Cn),,cny mit Tiefe d, die MOD, berechnet, mindestens die
Grafle 90U /™M) | prizise existieren also ¢,mg € Nxg, so dass |Cop| = 2¢ *m fiir
alle m = my gilt.

Diese Schranke wird genutzt, um ein Lokalitétsergebnis fiir die Klasse FO+MOD,,
zu erhalten.

2Fiir diese Arbeit reicht bereits aus, dass das Theorem fiir alle Paare p, ¢ € N von verschiedenen
Primzahlen p # q gilt.
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5 Lokalitat der arb-invarianten
FO [arb|-Logik

Das folgende Theorem wird bewiesen.

Theorem 5.1 (nach Anderson, van Melkebeek, Schweikardt und Segoufin, 2011[2]).
Gaifman-Lokalitit von FO [arb]:

Fiir jede Formel ¢ € FO [arb] mit Alternierungstiefe d, und fiir jede Konstante
c > d+ 3, existiert eine Schranke ny,. € Nxo, so dass die Formel auf allen
Graphen 2 der Grifie n > n, . Gaifman-lokal mit dem Radius (logn)® ist, auf
denen sie auch arb-invariant ist.

Insbesondere ist jede arb-invariante Formel ¢ dann (logn)‘-lokal fiir ¢ > d + 3.

Die Konstruktion des Beweises wird erheblich leichter, wenn wir die Allgemein-
heit auf Formeln mit einer einzigen freien Variable einschrénken. Zunéchst wird
dieser Fall betrachtet. Spéter wird eine Reduktion skizziert, die den Beweis auf
mehrstellige Formeln ausweitet.

5.1 Unare Formeln

Aus einer vorausgesetzten einstelligen Formel mit Alternierungstiefe d, die arb-
invariant aber fiir einen gegebenen Parameter m € N nicht 10m-lokal auf einem
Graphen der Grofle n ist, wird durch eine Fallunterscheidung die Existenz eines
Schaltkreises Ca, mit Tiefe d + 4 und GroBe nll#ll gefolgert, der alle Eingaben
w € {0,1}*™ mit |w|, = m annimmt und alle mit |w|, = m + 1 ablehnt.

Aus dem Lemma von Hastad folgt, dass eine Schranke ¢ € N existiert, so dass

die Grofle eines solchen Schaltkreises mindestens 9¢: (M) iy jedes m € N ist.
Fiir hinreichend grofie Werte von m wird daher ein Widerspruch folgen [2].

In den folgenden beiden Abschnitten werden die Details hierzu ausgefiihrt.

5.1.1 Fallunterscheidung iiber die Form der Umgebungen
Satz 5.2. Sei 2 ein Graph mit (N} (a),a) = (N (b),b) fir ein r > 10m, und

@ (x) eine beziiglich A arb-invariante FO [arb|-Formel mit Alternierungstiefe d,
so dass A = ¢ (a) und A = ¢ (b).
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5 Lokalitét der arb-invarianten FO [arb]-Logik

Dann ezistiert ein Schaltkreis Ch,, der Tiefe d+4 und Grifle nl?ll der die Eingabe
w € {0,1}*™ annimmt falls |w|, = m, und ablehnt falls |w|, =m + 1.

Beweis. Sei 7 : N2 (a) = N2 (b) ein Isomorphismus mit 7 (a) = b.

Eine Schaltkreisfamilie (Cf), .y mit Tiefe d + 4 und polynomieller Grofe nl#l
kann nach Theorem die Formel ¢ auswerten. Durch eine Fallunterscheidung
wird aus C/,,  nun Cj,, konstruiert. O

Fall1. dist(a,b) > 4m

Falls ¢ und b mindestens die Distanz 4m + 1 voneinander haben, sind ihre 2m-
Umgebungen disjunkt. Konstruiere dann 2(,, = switch (2, a,b, w) gemif Ab-
schnitt und erzeuge den Schaltkreis C},, der ¢ (a)]™ berechnet. Dieser
Schaltkreis akzeptiert w genau dann wenn |w|; gerade ist. Falls m gerade ist, wer-
den alle Worte mit |w|; = m angenommen, und alle mit |w|, = m+ 1 abgelehnt.
(Ist m ungerade, so verwende man einfach —p anstatt ¢.)

Fall 1. dist (a,b) < 4m, aber dist (a, 7" (a)) > 8m fiir ein i > 1.

Sei i minimal, so dass dist (a,7/ (a)) < 8m < r fiir j < i, und daher 77/ (a) €
Def ()).

Per Definition ist dist (a, 7 (a)) > 8m > 4m, und es folgt auch dist (b, 7" (a)) >
dist (a, 7" (a)) — dist (a, b) > 4m.

AuBlerdem ist N3b, (7771 (a)) € NJ,, (a), und daher muss N3, (771 (b)) C
N, (b) sein. Es gilt:

/\[Qle (a) = NZle (ﬂ— (a)> =...= 2m ( ( )) = NQQ[m (ﬂi_l (b)) = /Nom (ﬂ—i (a))

Falll. (A, 7(a)) E ¢.

Dann wihle die disjunkten isomorphen Umgebungen N3, (7% (a)) und 2m (b).
Konstruiere gemifi Abschnitt den Schaltkreis Cj,,,, der [ (7% (a ))]] * be-
rechnet.

Fall 1. (Ql,ﬂ'i (a)) .

Dann wiihle die disjunkten isomorphen Umgebungen N3\ (a) und N3, ( )
Konstruiere 2, = switch (2, a, 7’ (a),w) . Der Schaltkreis C5,, soll nun ¢ (a)
auf 2, auswerten.

Fall 1. dist (a, 7" (a)) < 8m fiir alle i € N.

Dann sei i = {n’ (a) : i € N} die Bahn der Elemente, die durch die wiederholte
Anwendung von 7 erzeugt wird.

Nun betrachte die Schalen S () fiir i € [2m). Da g sz (77) = NG™ (mit1)
fiir alle j € N ein Isomorphismus ist, gilt dist( ) dlst (a,c) fir
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5.2 Mehrstellige Formeln

¢ € S3™ (a); die Schalen sind also unter m abgeschlossen. Damit sind die Vor-
aussetzungen fiir die Schalenrotation geméfl Abschnitt erfiillt; konstruiere
2, = rotate (A, a,w).

Bilde einen Schaltkreis Cj,,, der [¢ (7=™ (a))]]m“’ berechnet.

5.1.2 Erzeugung des Widerspruchs

Behauptung. Fiir alle undren FO [arb]-Formeln ¢ () mit Alternierungstiefe d €
N und alle ¢ > d+ 3 existiert ein ng € N, so dass fiir jeden Graphen 2 der Groéfle
n = ng gilt: Ist ¢ (z) auf A arb-invariant, so hilt ¢ auf 2 einen Lokalitdtsradius
von (logn)© ein.

Beweis. Angenommen, es existiere eine Formel ¢ () mit Alternierungstiefe d,
und ein ¢ > d + 3 so dass ¢ fiir jedes ng € N in einem Graphen 2 der Groéfle
n = ng arb-invariant ist, und zwischen zwei Elementen a,b € A mit isomorphen
(logn)°~-Umgebungen unterscheidet.

Nach Theorem kann ¢ durch eine Schaltkreisfamilie mit einer festen Tiefe
d+ 4 € N und Gréfe nl?l berechnet werden.

Sei nun m = L%J, so dass gemifl Satz H ein Schaltkreis C),, mit der

Tiefe d + 4 und der Grofe nll¥ll zwischen allen Eingaben mit |w|, = m und
|lw|; = m + 1 unterscheidet. Nach Theorem existiert eine nur von d + 4

abhéngige Konstante o € N+, so dass nll#ll > 2% “ym) gilt.

Daher folgt fiir alle n,c € N:

n”‘P” > 2634'( d+%)
— llgll (logn) > a- (*m)
H()DH d+3 (logn)c (]ogn)ﬁ
— (logn) ) w15
d+3 10 .
B L > (logn)dTS 1
(0%

Da ¢ > d + 3 ist, folgt 755 —1 >0, und (log n)dl*j%*1 wird fiir hinreichend grofle

Werte von n unbeschréankt grof3. 4 O

5.2 Mehrstellige Formeln

Nach dem die Lokalitdt aller einstelligen Formeln nachgewiesen ist, soll der
Beweis auf mehrstellige Formeln erweitert werden. Bei disjunkte Umgebungen
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5 Lokalitét der arb-invarianten FO [arb]-Logik

(die schwache Gaifman-Lokalitdt) kann mit wenig Miihe die Operation aus Ab-
schnitt angepasst werden.

Fiir allgemeine Umgebungen (die starke Gaifman-Lokalitit) wird eine Reduktion
aufgestellt, um von der Existenz einer k-stelligen Formel ¢ auf die Existenz einer
k'-stelligen Formel ¢’ mit k' < k zu schliefien, deren Lokalitéitsradius nicht viel
kleiner ist.

5.2.1 Disjunkte Umgebungen

Es wird analog zu Satz [5.2] ein PARITY-Schaltkreis hergeleitet, der die untere
Schranke aus Theorem [4.2] verletzt.

Satz 5.3. Sei ¢ eine k-stellige FO [arb]-Formel mit Alternierungstiefe d € N.

Sei2A ein Graph hinreichender Grofen, so dass ¢ zwischen zwei Tupeln a,be Ak
mit (N3, (a),a) = (N5, (b),b) (fir m € N) unterscheidet:

AE (@) wd AR (D)

So existiert ein Schaltkreis Ch,, mit der Tiefe d + 4 und Grifle nlell ) der fiir
w € {0,1}*™ die PARITY-Funktion berechnet:

wECy, <= |w;=0 mod?2

Beweis. Per Theorem existiert ein Schaltkreis C*, oy, Wit der Tiefe d + 4

und der Grofe nl?ll, so dass enc (A, @) = C%,,  und enc (A, b) Cf2+kn.

n2+n
Die switch-Operation aus Abschnitt wird angepasst, um aus C;fg kn den

Schaltkreis C),, zu erzeugen.

Die 2m-Kugeln um @, b werden in Schalen partitioniert:
M@ = |J_ 5@
A7y | 2

N2 (D) = Uizosl (b)

Der Isomorphismus wird zur selbst-inversen Funktion 7w : szm (c‘z, l_)) — N%lm (C_l, 5)
erweitert:

e (@) = {77 (z)  fallsz € N2 (a)
- 71 (z) sonst
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5.2 Mehrstellige Formeln

Die folgenden Kantenmengen werden definiert:

2m 2m
switch (2, w) := Em\ U A | U U Vi
wiml wie
A, = (A, switch (A, w))

Analog zu den undren r-Umgebungen gilt (2,,a) = (2,a) genau dann wenn
lw|; =0 mod 2, und sonst (A, @) = (Aw,b).

Sei CY, +in = (G, f,x) der Schaltkreis und g : A — [n] eine beliebige Aufzéhlung

von A. Dann sei C),,, = (G, f’, z) wie folgt:
f(v) falls f(v) € {0,1,A,V}

I; falls f (v) = In-g(x)-‘rg(y)? (x,y) € E*n X;
oder f (U) = In~g(l‘)+g(y)? (m,y) SN

I; falls f (U) = In-g(m)+g(y)7 ({E,y) € i
oder f (v) = Ln.g(z)+g(y)> (T,Y) € E2xna;

1 sonst, falls f (v) = I;, (encg (A,a)); =1

sonst
\
L . o eNCqy(Aw,a) '
Der Schaltkreis C),, berechnet dann [C5,,]" = [[Cn2+knﬂ , und es gilt
w [= C),, genau dann wenn |w|; =0 mod 2. O

Behauptung. Fiir alle k-stelligen FO [arb]-Formeln ¢ () und alle ¢ > d + 3 exis-
tiert ein ng € N, so dass fiir jeden Graphen 2 der Grole n > ng gilt: Ist ¢ (z) auf
2l arb-invariant, so hélt ¢ auf 2l einen schwachen Lokalitétsradius von (logn)©
ein.
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5 Lokalitét der arb-invarianten FO [arb]-Logik

Beweis. Durch Widerspruch. Sei ¢ eine k-stellige FO [arb]-Formel mit der Al-
ternierungstiefe d. Angenommen, es existiere ein ¢ > d + 3 und fiir jede Schran-
ke ng € N ein Graph 2 der GréBe n > ng, und zwei Tupel a,b € A* mit
(M3 (@).8) = (AZ, (5) .B) und AZ, (@) NA, (B) = 0 (fir 2m = [(logn)°]).
so dass ¢ zwischen a und b unterscheidet.

Per Satz existiert ein Schaltkreis ), der Tiefe d + 4 und Grofe nll#ll| der
PARITY berechnet.

Nach Theorem von Hastad muss fiir hinreichend grofie m > mg eine von
d + 4 abhingige Konstante a € N existieren, so dass ein solcher Schaltkreis
mindestens die GroBe 2% (V™) besitzt. Es gilt also:

plel > ga( HH¥m)
= [l¢ll (logn) > a(*/m)
1 &
- M (logn) > " 7( 0g 1)
« 2

(logn) @3
d+\3/§

> (logn)@s

— el (logn) >
«

Nl e 1
«

Aus der Annahme ¢ > d 4 3 folgt dann ein Widerspruch. O

5.2.2 Nicht-disjunkte Umgebungen

Um die starke Gaifman-Lokalitdt nachzuweisen, wird eine logische Reduktion
aufgestellt. Die logische Reduktion erweitert GRAPH um zusétzliche Pradikate;
daher miissen Theorem und Theorem um das folgende Korollar auf

allgemeine relationalen Strukturen erweitert werden:

Korollar. Fiir alle endlichen Signaturen o sind alle FO [0 U 04,)-Formeln durch
Schaltkreisfamilien in AC® entscheidbar, und auch (logn)®-lokal.

Die in Kapitel [4] vorgestellten Methoden zur Kodierung und Umformung von
Graphen konnen entsprechend erweitert werden (hier ohne formalen Beweis), so
dass der vorgestellte Beweis auch fiir allgemeine relationale Strukturen gilt.

Die Reduktion wird durch das folgende Lemma formalisiert:

Lemma 5.4 (nach Anderson et al 2012 [2]). Sei ¢ eine FO[o U oypp)-Formel
der Stelligkeit k € N und Alternierungstiefe d € N, die auf einer o-Struktur A
arb-invariant ist und fir den Radius r € N zwei Tupel a,b € A¥ mit isomorphen
r-Umgebungen unterscheidet.

N2 (@) 2 N2 (B)
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5.2 Mehrstellige Formeln

UE (@) wd AR (D)

So existiert eine FO [arb]-Formel ¢’ mit Stelligkeit k' < k, die auf einer erwei-
terten o'-Struktur (mit o' 2 o) A arb-invariant ist und zwischen zwei Tupeln
a, b e AF mit isomorphen ' - Umgebungen unterscheidet, wobei 7 €0 (k).

Daher folgt aus einer k-stelligen Formel, die fiir ein festes ¢ € O (k!) zwei isomor-
phe ¢ - (log n)d+4—Umgebungen unterscheidet, eine unére Formel, die isomorphe
(log n)d+4—Umgebungen unterscheidet, im Widerspruch zu Abschnitt

Die Fallunterscheidung des Beweises wird skizziert. Mehrfach werden dabei die
Begriffe von “weiter Entfernung” und “N#he” verwendet, die hier nicht durch
prizise Radien konkretisiert werden.

Fall 1. Die Tupel haben eine Komponente a; = b; gemeinsam. Dann kann
durch eine neue Relation R¥ := {a;} und die Formel Jz; <R (xi) A (p)
die Stelligkeit auf k — 1 reduziert werden, ohne den Lokalitdtsradius zu
verdndern.

Fall 2. Alle Komponenten a; besitzen in 7 eine kleine geschlossene Umlauf-
bahn U = {n'(a;) : t € N}. Dann haben alle 7’ (a) isomorphe r’-
Umgebungen, wobei 7’ nicht viel kleiner ist als 7.

Per Ausschluss von Fall 1 gilt a; # 7' (a1) oder 2 [~ ¢ (7' (a)) fiir alle t > 0.
Daher wird jedes erfiillende Tupel 7! (a) eindeutig durch 7’ (a1) identifiziert.
Durch eine neue Relation R := {n*(a) : t € N} kann die Stelligkeit wie folgt
auf 1 reduziert werden.

¢’ (z1) = 3wy -+ Iy, (R (Z) A go)

Fall1. Die Formel ¢ unterscheidet zwischen Tupeln @,b mit isomorphen r-
Umgebungen, die Komponenten von a liegen nah zusammen, und a;
und b; (0.B.d.A. i = 1) sind einander fern.

Dann sind @ und b voneinander hinreichend fern, sodass die Relation
R .= {EL, B} den Isomorphismus 7 auf einer kleineren r’-Umgebung von
a und b nicht zerstort. Die gleiche Formel wie in Fall 2 unterscheidet
zwischen a1 und b7.

Fall 2. Einige Komponenten a sind weit voneinander entfernt, und b; (0.B.d.A.
i = 1) ist weit von a. Ordne das Tupel nach Distanz von a; und trenne

a=da-a" sowie b =1V -b", so dass ¥/ fern von b” und fern von a” liegt.

Eine Abbildung 7/, die in der Nihe von ¥ alle Elemente auf sich selbst abbil-
det, und in der Nihe von a” wie m funktioniert, ist dann auf einer kleineren
r’-Umgebung von ¥ - a” ein Isomorphismus.

In diesem Fall unterscheidet ¢ zwischen den isomorphen 7’-Umgebungen von
b -a” und b -V, und die gemeinsamen Komponenten kénnen gem#fl Fall 1
entfernt werden.
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5 Lokalitét der arb-invarianten FO [arb]-Logik
5.3 Untere Schranke

Theorem 5.5. Fiir jede Konstante ¢ € N existiert eine undre FO [arb]-Formel
e, die auf einem Graphen A mit Grifle n arb-invariant ist, aber zwischen a,b €
A mit N2 (a) = N2 (b) und m = (logn)® unterscheidet.

Damit hat jede Formel zwar eine polylogarithmische Lokalitét, aber keine solche
Schranke gilt fiir alle Formeln.

Zum Nachweis sei ¢ € N beliebig. Nun soll ¢, in allen Graphen mit hochstens
(log n)CJrl nicht-isolierten Knoten alle Knoten ausgeben, die iiber einen Weg be-
liebiger Lénge von einer K3-Klique aus erreichbar sind.

Lokalitat: Sei 2 ein Graph hinreichender Gréfle n € N, der aus zwei disjunkten
Pfaden a,b der Linge (logn)® + 1 besteht, wobei nur das Ende von @ mit
einer K3-Klique verbunden ist. Die iibrigen n — 2 ((logn)° + 1) — 3 Knoten
seien isolierte Knoten ohne Kanten. In diesem Graph unterscheidet die
Formel zwischen den isomorphen (log n)“-Umgebungen von a; und b;.

Konstruktion: Jede Sequenz von maximal m = (logn)°"" nicht-isolierten Kno-

ten kann durch ein Tupel [m]™ reprisentiert werden. Die logarithmische
Schranke sorgt dafiir, dass |m™| < n* ist, und daher jeder mogliche Weg
durch ein Tupel @ € A* reprisentiert werden kann. Daher konnen alle
moglichen Wege quantisiert werden; eine Formel kann priifen, ob ein gege-
benes Tupel a € A* einen giiltigen Weg kodiert.

c+1

Die Schranke von (logn)“"" nicht-isolierten Knoten kann ebenfalls als For-

mel formuliert werden.
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6 Erweiterung des Resultats auf
arb-invariante FO + MOD,-Logik

Das folgende Theorem wird bewiesen:

Theorem 6.1 (nach Straubing 1995 [I5[16]). Charakterisierung von (FO + MOD,) [arb]
durch ACC® [p].

1. Sei p € N eine Primzahl und ¢ (z) eine k-stellige (FO+ MOD,) [arb]-
Formel (0.B.d.A. in Prinexnormalform) mit d € N Quantoren. Dann exis-
tiert eine ©P-Schaltkreisfamilie (Cp2ipp), ey konstanter Tiefe d + 4 und

der Grife nl?l, so dass fiir jeden Graphen U der Grifie n, jede Belegung
a € A* von ¢ und jede Ordnungs-Erweiterung Ap gult:

Ar = p(a) <= ency (A, a) = Cr2ipn

Insbesondere wird die Auswertung einer arb-invariante Formel o tber jeder
Struktur 4 unabhdngig von der gewdhlten Kodierung ency (U, a) korrekt
durch C,2 ,, berechnet.

6.1 Formel zu Schaltkreissequenz

6.1.1 Normalform

Ohne Beschriankung der Annahme sei die Formel ¢ in disjunktiver Pranexnormalform.

o1, o) = Qi Qayay
le'”an € {E',V,E'(p’i) : O<Z<d}

m m;

Yoy v =\ Y

i=1j=1

Die Formeln ¢; ; haben die Form u = v, ~u = v, £ (u,v), =E (u,v), R (t) oder
-R (%) fir R C N,

6.1.2 Rekursionsanfang

Sei n € N beliebig. Fiir ¢ (21, , g, 41, ,ya) und ¢ € [n]*"¢ wird der Schalt-
kreis Dfﬁ entsprechend Abschnitt definiert.
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6 Erweiterung des Resultats auf arb-invariante FO 4 MOD,-Logik

6.1.3 Rekursionsschritt

Sei ¢ (x1,- -+ , Xk, Y1, ,¥i) eine Formel in Prinexnormalform mit d € N Quan-
toren, so dass fiir alle £ € [n]*" ein Schaltkreis Dfﬁ existiert mit [{Diﬂ =
[¥] (Ay, f~1 (%)). Die Tiefe des Schaltkreises sei d+2, und die GroBe sei héchstens
n? (||| + pd) Nun sei o (21, @i, Y1, -+ > yiz1) = Qiysy und ¥ € [n]*T71 be-

liebig.
Fall 1.

Fall 2.

Fall 3.
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Sei (Q; = 3. So sei Df;, der folgende Schaltkreis:

n
PN i
Dy, = \/ Dy
=1

Die Formel ¢ wird von f~! (t_’ ) und Ay erfiillt, genau dann wenn ein
i € [n] existiert, so dass ¢ von f~! (¢ -i) und 2 erfiillt wird. Es gilt
auch w = DZ, genau dann wenn ein i € [n] existiert, so dass w |= DZZ
Nach der Induktionsannahme ist der Schaltkreis also korrekt. Die Tiefe
ist d + 3, und die GroBe ist hochstens n®t! (|[1)]| + pd).

Sei Q; = V. So sei Dz, der folgende Schaltkreis:

n
P _ A pii
Dy = Ny’
=1

Die Formel ¢ wird von f~! (f’ ) und 2, erfiillt, genau dann wenn fiir
alle i € [n] gilt, dass ¢ von f~! (t_’ . z) und A erfiillt wird. Es gilt auch
w = DZ/ genau dann wenn fiir alle i € [n] gilt, dass w = DZ’ Nach der
Induktionsannahme ist der Schaltkreis also korrekt, und hat die selbe
Tiefe und Grofle wie in Fall 1.

Sei Q; = 3" fiir 0 < r < p. So sei DY, der folgende Schaltkreis:

Dy, =@r (D, 1
v v L

. p=r

i€[n]

Es folgt fiir w = ency (2, a):

n
w}:DZ/ = < [{DZ'iﬂw+p—r>EO mod p
K3

— [{Dizﬂ =7r modp
L4 Z[[w (f1 (t’ z))]]mf =r modp
= ARy (7))



6.2 Umkehrrichtung

Also berechnet der Schaltkreis also das korrekte Ergebnis. Seine Tiefe
ist d + 3, und seine Grofle ist hochstens

a9l + pd) +p < (9] +p(d+ 1))

Nach dieser rekursiven Definition existiert allgemein ein Schaltkreis Df; fiir alle
t e [n)", so dass w = Dfp genau dann wenn Ay = ¢ (f71 (). Der Schaltkreis
hat die Tiefe d + 2 und die GroBe n? (||¢|| + pd).

6.1.4 Abschluss

Es wird nun der Schaltkreis C,2,, wie folgt formuliert:

k —
Cn2+kn = \/ (/\ We(it;) A Dfo)

tem)® \i=1
2(it;) = nP4n-(i—1)+1¢

Die Korrektheit folgt analog zu Abschnitt Der Schaltkreis hat die Tiefe
d + 4 und die GréBe n™" (||[¢]| + pd) € O (n@+F).

6.2 Umkehrrichtung

Es wurde nachgewiesen, dass jede arb-invariante (FO + MOD,) [arb]-Formel dquivalent
zu einer Schaltkreisfamilie in ACC? [p] ist. Umgekehrt gilt auch, dass jede Schalt-
kreisfamilie in ACC? [p] dquivalent zu einem (FO + MOD,) [arb]-Satz ist:

Theorem 6.2. Sei (C;), oy eine @P-Schaltkreisfamilie mit beschrankter Tiefe d €
N wund polynomieller Gréfle. Dann existiert ein ein (FO+ MOD,) [arb]-Satz ¢,
so dass fiir jede Linge n € N und jeden Bitstring w € {0,1}" gilt:

BrEyp <= wkEC,

6.2.1 Normalform

Fiir jeden @P-Schaltkreis C,, wird 0.B.d.A. die folgende Normalform (siehe Ab-
schnitt vorausgesetzt:

1. Der Graph des Schaltkreises sei ein Baum.
2. Alle Wege von einem Inputgatter zum Output haben die gleiche Léange d.
3. Die GroBe des Schaltkreises sei hochstens n”.

4. Es existieren keine Gatter mit f (v) € {0,1}. Diese werden durch die Schalt-
kreise w1 A ~wq oder wy V —w; ersetzt.
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6 Erweiterung des Resultats auf arb-invariante FO 4 MOD,-Logik

6.2.2 Kodierung

Sei fn, : Cp — [n]k eine Kodierung, die jedem Gatter v des Schaltkreises C,
ein Tupel f, (v) = t € [n]* zuweist. Es werden einige Relationen definiert, die
zusammen die Struktur aller Schaltkreise beschreiben.

e Sei AND C N+ die Relation aller A-Gatter:
AND := U {(nyt1, -+ ,tg) : vEC,, f(v)=A, fnv)=1t}

neN

e Seien OR C N*¥+1 und MOD C N*¥+1 analog dazu die Relationen aller V-
und @P-Gatter.

e Seien INPUTy, INPUT; C NF+2 die Relationen aller negierten und nicht

negierten Input-Gatter:

INPUTy = |J{(n.jti,-+ ,te) © v€E€Cn, f(v) =5, fu(v) =1}
neN

INPUTl = U {(n’j7t17"' atk) © v ecnv f(U) = wy, fn(v) :ﬂ
neN

e Sei EDGE C N?*1 die kodierte Kantenrelation der Schaltkreise:

EDGE = U {(n,sl,--- ySkyt1, e tg)  (u,v) € ECn, 5= fn(u), f:fn(f))}
neN

6.2.3 Konstruktion der Formel

Satz 6.3. Sei 0 < i < d. Es existiert eine Formel v; (xn,y1, - ,yk), fir die
folgendes gilt:

Sein € N beliebig, und sei t € [n)*. So gilt By, = i (n-1) genau dann wenn €
ein Gatter v € Cp, mit T (v) =i kodiert, und [C,]" =1 ist.

Beweis. Per Induktion iiber i.

Anfang: Sei i = 0. So soll B, = by (n - ) genau dann gelten, wenn £ € [n]" ein
Inputgatter v kodiert, und entweder f (v) = I; mit w; =1, oder f (v) = I;
mit w; = 0 gilt.

Die folgende Formel erfiillt diese Forderung:

Yo (zn,y) := Jz INPUTy (Tn, 2,91, ,yx) NP1 (2)V
INPUTl(xn>Z7y1a"' ayk’)/\Pl(Z)

Schritt: Sei 0 < ¢ < d beliebig.
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6.2 Umkehrrichtung

Annahme: Es existiert eine Formel v; mit der geforderten Eigenschaft.

Sei i’ = i+1, und seien ¢y yx fir X € {A,V,@®P} die folgenden Teilformeln:

Yirp (n-7) = V21V (EDGE (2n - Z-§) = ¥ (0 - 2))
Yiry (Xn-y) = Fz1--- 32, (EDGE (0 - Z-Y) N Y; (Tn - Z))
i gr (Tn-7) = 3P0 (21 2) (EDGE (5 - 2 - §) A i (0 - 2))
Dabei steht 3®0) (21, ,2k) ¢ abgekiirzt fiir den folgenden rekursiven

Ausdruck, der genau dann erfiillt ist, wenn die Anzahl der Tupel t € [n]k,
die v erfiillen, ein Vielfaches von p ist:

3P0 (z1) = POy
p
3(p,0) (21, ,2,) = \/ /\ El(p’j_l)zkﬂ(p’tj) (21, 2k—1)
EEijzl
k
X = EE{O’...’p_l}p;th-(j—l)EO mod p
j=1

Nun kann die Formel v;; wie folgt zusammengesetzt werden:

(% (xn : g) = (AND (:En : ?j) N 1/%'%) \
(OR (Tn - 7) A %",v) \Y
(MOD (xn - §) A it qr)

Sie wird von einem Tupel t € [n]k genau dann erfiillt, wenn das Tupel ¢ ein
Gatter kodiert, das die seinem Typ entsprechende Teilformel erfiillt.

O]

Insbesondere wird nach diesem Beweis die Formel ¢4 von B, und ¢ € [n]k genau
dann erfiillt, wenn ¢ = f,, (Out (C,,)) und [C,,]* = 1 ist. Sei daher der Satz ¢ wie

¢ = Jy1- FYpItn (Yq (¥n - §) AVZ T < Zn)

Nun gilt:

B, Ep <— wkEC,
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6 Erweiterung des Resultats auf arb-invariante FO 4 MOD,-Logik

Die Lokalitdt der Logik erster Stufe mit Arb-Erweiterung ist ein aktuelles For-
schungsthema in der deskriptiven Komplexitidtstheorie. Mehrere Ergebnisse sind
noch offen; ein Teil kann aus den Lokalitdtsergebnissen von FO [arb] abgeleitet
werden.

Theorem 6.4. Gaifman-Lokalitit von (FO+ MOD,) [arb]
Sei p € N eine beliebige Primzahl mit p # 2.

Fir jede (FO + MOD,) [arb]-Formel ¢ mit d € N Quantoren und jede Konstante
c > 2d + 8 existiert eine Schranke ng € N, so dass ¢ auf allen Strukturen 2L der
Grifle n = ng, auf denen sie auch arb-invariant ist, schwach Gaifman-lokal
mit dem Radius (logn)® ist.

6.3 Schwache Lokalitdt fiir p # 2

Es wird die logische Charakterisierung von ACC [p] verwendet, um einen -
Schaltkreis konstanter Tiefe zu erhalten, der PARITY berechnet.

Satz 6.5. Seip € N eine Primzahl mit p # 2. Sei ¢ eine k-stellige (FO + MOD,) [arb]-
Formel mit d € N Quantoren und sei A ein Graph der Grifie n, so dass ¢ zwi-
schen zwei Tupeln a,b € A mit isomorphen und disjunkten r-Nachbarschaften

(r € N) unterscheidet.

N (@)

2

Q2
I TR

Dann existiert ein Schaltkreis C,. der Tiefe d + 4 und der Grife nllell ) der fiir
w € {0,1}" die PARITY-Funktion berechnet.

Beweis. Nach Theorem Theorem existiert ein @P-Schaltkreis C,2.,, mit
der Tiefe d + 4 und der GroBe nl?ll, der die Formel auf 2 auswertet.

Ferner sind V! (@) und A* (b) isomorph und disjunkt.

Entsprechend der Konstruktion aus Abschnitt und Abschnitt kann
daher ein @P-Schaltkreis C|. konstruiert werden, der die Formel fiir w € {0,1}" auf
dem modifizierten Graphen 2(,, = (A, switch (2, w)) berechnet. Ungeachtet der
zusitzlichen Zéhlgatter kann die Markierung der Eingéinge wie folgt verdndert
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6.3 Schwache Lokalitét fiir p # 2

werden:

f(v) falls f(v) € {0,1,A,V,®P}

Ti falls f (U) = In-g(x)+g(y)7 (.%',y) € E*n Xi
oder f (U) = In~g(1’)+g(y)7 ('ray) SN

I; falls f (U) = In-g(m)+g(y)7 (:L’,y) €V
oder f (v) = Ly g(2)+g(y)s (z,y) € BN X;

1 sonst, falls f (v) = I;, (encg (A, a)); =1

sonst

Es gilt w = C|. genau dann wenn (2,,,a) = (2, a), und daher genau dann wenn
|lwl; =0 mod p. O

Daraus folgt ein Widerspruchsbeweis fiir Theorem [6.4

Beweis. Angenommen, es existiere eine k-stellige (FO + MOD),,) [arb]-Formel ¢
mit d € N Quantoren, und eine Konstante ¢ > 2d + 8, so dass fiir alle ¢ € N ein
Graph 2 hinreichender Grofie existiert, auf dem ¢ arb-invariant ist und zwischen
zwei Tupeln @,b € A mit isomorphen und disjunkten r-Umgebungen fiir » =
[(logn)¢] unterscheidet.

Dann existiert nach Satz ein Schaltkreis der Tiefe d+4 und GréBe nl#ll der
alle Worte w € {0,1}" akzeptiert, fiir die |w|; =0 mod 2 gilt.

Da 2 # p ist (und insbesondere 2 keine Potenz der Primzahl p ist), muss
nach Theorem von Smolensky ein solcher Schaltkreis mindestens die Gréfie

92(***¥7) besitzen. Fiir hinreichend groe r € N existiert also eine Konstante
a € Ny, so dass folgt:

el 5 o (24)
= [lo] (logn) > a- (**/r)
= el (logn) > *"%/(logn)*

a
llell e
== (logn) > (logn)2a+s
a
:>M > (logn)ﬁ_1
a

Aus der Annahme ¢ > 2d + 8 folgt analog zu den bisherigen Beweisen aus Ka-
pitel [5] ein Widerspruch. O]
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die Schaltkreisklasse AC? ist nach Kapitel 3 durch das Logiksystem FO [arb]
charakterisiert [9].

Mittels dieser Charakterisierung folgt nach Kapitel 4 und 5 aus jeder uniren
FO [arb]-Formel, die nicht polylogarithmisch lokal ist (oder einer mehrstelligen
Formel, die die schwache Gaifman-Lokalitdt verletzt), ein Schaltkreis in AC?
fiir das Promise-Problem, welches PARITY auf die Eingaben w € {0,1}*" mit
|w|; € {m,m + 1} einschrénkt.

Aus der unteren Schaltkreisschranke fiir dieses Problem folgt damit ein Wider-
spruch [§]. Es gilt der Schluss, dass alle arb-invarianten FO [arb]-Formeln einen
polylogarithmischen Lokalitédtsradius einhalten [2].

Fine skizzierte Reduktion weitet dieses Ergebnis auf die starke Lokalitdt mehr-
stelliger Formeln aus.

Die Schaltkreisklasse ACC [p] fiir Primzahlen p € N ist durch das Logiksystem
FO + MOD,, [arb] charakterisiert [15} [16].

Aus einer Formel, die hinreichend grofie Umgebungen unterscheidet, kann damit
eine Losung des Problems MoDy in ACCP [p] abgeleitet werden. Nach dem Satz
von Smolensky folgt, dass alle FO4+MOD,, [arb]-Formeln mit p # 2 eine schwache
polylogarithmische Gaifman-Lokalitét besitzen [14].

Auf FO + MODs [arb]-Formeln lisst sich dieser Beweis nicht erweitern, da der
Satz von Smolensky nur eine Aussage iiber das Problem Mob, in ACC? [p] fiir
q # p' macht. Tatsichlich kann MoDs in ACC? [2] trivial gelost werden. Lediglich
eine Graph-Operation, aus der eine Losung fiir MOD, mit g # 2% entsteht, wiirde
fiir p = 2 zum Ziel fithren.

Ein #hnliches allgemeines Resultat wie fiir FO [arb] ohne z#hlende Quantoren
gibt es nicht: Fiir 2-stellige Formeln mit p = 2 existiert sogar ein Gegenbeispiel,
dass die starke Gaifman-Lokalitdt widerlegt. Allgemeine Ergebnisse zur starken
Lokalitét von FO + MOD,, [arb]-Formeln beliebiger Stelligkeit sind noch weitge-
hend offene Forschungsfragen.
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